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RESUMO 
O desenvolvimento de modelos de análise estrutural complexos não está isento de erros. O elevado 
número valências dos atuais modelos de análise estrutural e a interação de diversas delas, como por 
exemplo a análise da fluência, da retração ou da relaxação das armaduras de pré-esforço, tornam a 
validação das capacidades instaladas nesses modelos num problema real e complexo. Nesse sentido o 
objetivo desta dissertação passa por desenvolver e verificar um leque alargado de benchmarks que 
permitam tornar o programa Evolution mais robusto e suscetível de sofrer alterações no seu código, mas 
com a segurança de que com estes testes padrão é possível a validação do correto comportamento de 
funcionalidades previamente verificadas cuja resposta pode ser afetada por alguma sobreposição de 
efeitos inerente à adição de novas valências ao código computacional. 
A plataforma Evolution assenta a sua análise estrutural em elementos finitos lineares, do tipo 
Timoshenko, por essa razão as verificações poderão ser feitas comparando os valores das tensões e 
deformações apresentadas em cada fibra individualmente. O âmbito do presente trabalho passou pelo 
estabelecimento de benchmarks relativos a casos simples e de iniciação à linguagem de introdução de 
dados, tais como o estudo do peso próprio, deformações impostas à estrutura ou, por outro lado, a 
validação de peças pré-esforçadas por pré e pós-tensão. Numa fase posterior e tendo em conta a 
capacidade da plataforma em realizar análises considerando a idade dos elementos e o comportamento 
diferido do material foram realizadas verificações de forma a constituir benchmarks relativos à fluência, 
retração e relaxação, respetivamente, do betão e do aço. O programa tem incorporado uma série de 
funcionalidades específicas, como por exemplo a capacidade de ligar e desligar em determinado instante 
qualquer elemento constituinte do modelo numérico ou a competência para discretizar e estudar com 
grande precisão elementos cuja secção transversal é variável, das quais foram feitas verificações 
comparando os resultados obtidos com soluções teóricas conhecidas da bibliografia constituindo assim 
benchmarks. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Benchmarks, Análise Estrutural, Modelação Numérica, Código Computacional 
Evolution, Método dos Elementos Finitos, Elementos de Viga Timoshenko 
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ABSTRACT 
The development of complex models of structural analysis is not free of errors. The current high number 
of valences in structural analysis models and the interaction of several of them, such as the analysis of 
creep, shrinkage or relaxation of prestressed steel, make a real and complex problem out of the validation 
of the installed capacities in those models. Therefore, the objective of this dissertation is to develop and 
verify a wide range of benchmarks that will make the platform stronger and more likely to undergo 
changes in the Evolution code, but with the assurance that with these standard tests it is possible to 
validate the previously verified behavior of that specific feature, whose response can be affected by any 
overlap inherent in adding new services to the computational code. 
The Evolution platform rests the structural analysis on linear finite elements, Timoshenko type, therefore 
validation can be made by comparing the values of the stresses and strains presented in each individual 
fiber. The scope of this work has established benchmarks for simple cases and the initiation of input 
data language, such as the study of selfweight, or strain imposed upon the structure, moreover, the 
validation prestressed beams by pre-and post-tensioning. At a later stage, taking into account the ability 
of the platform to perform analyzes considering the age of the elements and the time-dependent material 
behavior laws checks were performed in order to provide benchmarks for creep, shrinkage and 
relaxation, respectively, to concrete and steel. The program has incorporated a number of specific 
features, such as the ability to turn on and off at some point any constituent element of the numerical 
model or the competence to discretize and study with great precision elements whose cross section is 
variable, from which checks were made by comparing the results with known theoretical solutions from 
literature, thus providing benchmarks. 
 
KEYWORDS: Benchmarks, Structural Analysis, Numerical Modeling, Evolution Computational Code, 
Finite Element Method, Timoshenko Beam Element 
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1 
INTRODUÇÃO 
 
1.1. CONSIDERAÇÕES GERAIS 
A sociedade em que hoje nos inserimos e o mundo cada vez mais interligado obrigando a uma 
concorrência ao nível internacional levou a que o espírito instalado seja o mais ambicioso e arrojado 
possível. A procura por soluções cada vez mais ousadas não é assim surpresa, tornando os programas 
de análise estrutural mais generalistas insuficientes para o cálculo e análise detalhada dessas soluções. 
Além disso, num mundo, e principalmente num país onde a palavra de ordem é contração económica, 
torna-se essencial que todas as etapas de qualquer projeto sejam absolutamente controladas para que os 
eventuais custos ligados à necessidade de correções sejam contidos e ou mesmo eliminados. Não é por 
isso surpresa o surgimento de uma plataforma para o desenvolvimento de modelos de análise 
estrutural – Evolution – que possibilita ao seu utilizador uma maior liberdade, com caraterísticas que 
permitam a adaptação dos modelos de análise estrutural a soluções menos correntes, com maior controlo 
sobre o tipo de análise efetuada, sobre o comportamento de cada material utilizado e que além disso 
admite a análise estrutural de qualquer fase do ciclo de vida da estrutura. 
A plataforma Evolution da autoria do Professor Miguel Ferraz da Faculdade de Engenharia da 
Universidade do Porto (Ferraz, M.Â.C. (2010)) foi criada para responder às necessidades exemplificadas 
anteriormente, mas também com objetivo de responder às necessidades académicas existentes. É por 
isso mesmo desenvolvida em código aberto passível de ser alterado conforme as necessidades ou para 
introdução de novas funcionalidades que venham conferir à plataforma uma maior diversidade e 
abrangência. 
Devido ao carácter académico da plataforma e ao elevado número de funcionalidades interdependentes 
surge por isso a necessidade da utilização de benchmarks intrínsecos ao programa. Desta forma torna-se 
mais segura a utilização e alteração do código computacional uma vez que passa a existir uma 
compilação de exemplos devidamente validados e que passam a constituir um termo de comparação e 
validação. Quando uma funcionalidade, para a qual já exista um benchmark, for novamente usada basta 
executar o exemplo validado e automaticamente a plataforma efetuará a comparação de resultados 
verificando o comportamento dessa funcionalidade. 
 
1.2. OBJETIVOS 
Tendo em conta o exposto anteriormente o objetivo desta dissertação passa por realizar o maior número 
de benchmarks possível de forma a aumentar a robustez do programa em estudo. A criação destes 
benchmarks passa por realizar o estudo de estruturas ou exemplos simples de forma a poder estudar 
objetivamente determinada funcionalidade para a certificar o seu correto funcionamento. 
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Na fase inicial há que realizar uma necessária adaptação ao modelo de cálculo, modelando vários 
exemplos com secções e sistemas de apoios diversificados, sem qualquer tipo de carregamento ou ação, 
para verificar a correta introdução de dados. Progressivamente será aumentado o grau de dificuldade e 
a abrangência dos exemplos verificados, pretendendo-se verificar o comportamento da plataforma 
quando se exigir o estudo de exemplos como peças pré-esforçadas ou as leis de comportamento diferido 
material. 
 
1.3. ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO 
A presente dissertação vai ser desenvolvida ao longo de seis capítulos em que se pretende dar resposta 
positiva aos objetivos propostos. 
No presente capítulo pretende-se apresentar uma breve e concisa introdução sobre o tema proposto, 
contextualizando de uma forma mais simples as temáticas que vão ser abordadas. 
No segundo capítulo pretende-se enquadrar o modelo em estudo entre os modelos semelhantes correntes 
salientando as principais diferenças entre os mesmos, e definindo o propósito da plataforma Evolution. 
O objetivo do terceiro capítulo é resumidamente demonstrar os fundamentos teóricos em que o modelo 
baseia as suas análises, procedendo ainda à validação e comparação dos resultados obtidos através do 
uso do programa com a solução teórica. 
O quarto capítulo é desenvolvido no sentido de efetuar a verificação da validade das leis de 
comportamento diferido do material, nomeadamente através do estudo da retração e fluência do betão, 
e ainda do estudo da relaxação das armaduras de pré-esforço. Os fundamentos teóricos para estas 
análises serão os descritos no regulamento em vigor, nomeadamente o Eurocódigo 2 (EC2). 
No quinto e penúltimo capítulo é feito o estudo e verificação de algumas funcionalidades inerentes ao 
carácter particular do modelo, que têm como objetivo torná-lo mais abrangente e suscetível de o dotar 
de uma melhor capacidade de representação de aspetos particulares associados a estruturas especiais. 
Para finalizar, o último capítulo apresenta as conclusões a que o autor chegou após a realização desta 
dissertação e também algumas sugestões para trabalhos futuros envolvendo esta plataforma. 
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2 
ENQUADRAMENTO 
 
 
2.1. INTRODUÇÃO 
A generalização do acesso aos computadores e a sua crescente capacidade de processamento levou a 
que nos dias de hoje este assuma um papel preponderante em qualquer análise ou dimensionamento 
estrutural. Deste modo foi possível a utilização de métodos que abarcam quantidades enormes de 
cálculos, inviabilizados até à data, permitindo assim o estudo de estruturas cada vez mais complexas. 
Tornou-se, portanto, natural o aparecimento de plataformas que fazem o interface entre a aplicação dos 
conhecimentos científicos ao nível da Engenharia Civil e as capacidades computacionais existentes. 
Os programas de cálculo disponíveis atualmente primam pela facilidade de utilização, utilizando 
interfaces bastantes intuitivas, e estando vocacionados diretamente para o solucionamento das estruturas 
e obras de arte mais correntes, oferecendo soluções parametrizadas e reduzindo a capacidade de 
intervenção do projetista, com consequências na especificidade de cada obra. Além disso a sua principal 
diretriz é a vertente de projeto e dimensionamento, cessando aí as suas capacidades, sendo exemplo 
dessa limitação as leis de comportamento material, cujos resultados regulamentares podem não 
corresponder exatamente aos resultados obtidos pela instrumentação na obra. 
Programas que ofereçam capacidades semelhantes aos disponíveis no mercado mas que permitam ao 
utilizador uma maior intervenção, viabilizando a introdução de funcionalidades adequadas a cada caso 
ganham bastante interesse. É nesse sentido e com esse propósito que surge a plataforma Evolution. 
 
2.2. PROGRAMAS COMERCIAIS CORRENTES 
No domínio dos programas comerciais definem-se aqueles com uma maior difusão por parte dos 
gabinetes e consultores de engenharia para proceder à análise estrutural. Este tipo de programas 
geralmente tem uma interface gráfica bastante trabalhada e user friendly para tornar a sua utilização 
mais facilitada. O problema associado a este tipo de programas é o facto de reduzirem bastantes a 
possibilidade de intervenção do utilizador e serem de código selado, não permitindo a adaptação 
necessária de cada modelo específico. Todavia são perfeitamente capazes de solucionar os problemas 
mais correntes de um gabinete de engenharia. Entre esses programas é necessário dar especial destaque 
aos seguintes programas: 
 CYPE (CYPE Ingenieros (2014)), que é um programa que se centra mais no dimensionamento, 
cumprindo vários regulamentos. É um programa bastante fechado, que, por exemplo, não permite a 
escolha do tipo de análise a efetuar ou o tipo de elementos finitos a usar. Estas características não 
permitem uma fácil análise e verificação dos resultados e impossibilitam que o projetista controle 
devidamente o dimensionamento. 
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 Autodesk Robot (Autodesk (2014)) e Sap2000 (Computers & Structures Inc. (2014)) são 
softwares que no seu conjunto permitem a análise estrutural e a simulação de desempenho tanto em 
situações correntes como em algumas especiais e também a manipulação e a visualização espacial do 
projeto antes da sua concretização. Além da criação do modelo e cálculo estrutural, permitem a 
confrontação dos resultados com vários códigos e permite também a preparação da documentação da 
estrutura incluindo o projeto e os resultados. 
 
2.3. PROGRAMAS ACADÉMICOS/INVESTIGAÇÃO 
Existem programas que embora também sejam comercializados possuem uma vertente mais direcionada 
para a investigação: Este tipo de programas põem ao dispor do seu utilizador uma maior quantidade de 
opções de forma a que a modelação seja o mais adequada possível e permitem ainda uma maior 
complexidade de análises fazendo com que se torne interessante o seu uso em investigação. 
O Ansys (Ansys Inc. (2014)) e o DIANA (TNO DIANA (2014)) são ferramentas de cálculo de 
elementos finitos e são utilizados por consultores de engenharia, instituições de pesquisa e por muitas 
instituições de ensino em todo o mundo. São dos softwares mais utilizados do mercado, uma vez que 
podem simular análises estáticas, dinâmicas, térmicas, sendo também possível a inclusão de 
funcionalidades desenvolvidas pelo utilizador, a análise de inúmeras leis materiais e o tipo de elementos 
finitos a utilizar. A grande variedade de modelos de materiais, bibliotecas de elementos finitos e 
procedimentos de análise de que dispõem conferem-lhes um elevado grau de flexibilidade, tornando-os 
vocacionados para especialistas. 
O software de elementos finitos FEMIX é 100% português e tem sido desenvolvido desde 1991. Trata-se 
de um projeto dos professores Álvaro Ferreira Marques Azevedo da Faculdade de Engenharia da 
Universidade do Porto e de Joaquim António Oliveira de Barros professor da Universidade do Minho. 
O cálculo é feito com base no método dos deslocamentos que permite analisar em regime estático e 
linear estruturas constituídas por diversos tipos de materiais. Este software permite ainda a discretização 
da estrutura em elementos de diferentes tipos como elementos de casca e de barra (Miranda, A.J.d.C. 
(2009)). 
 
2.4. EVOLUTION 
A plataforma Evolution permite o desenvolvimento de modelos de análise estrutural baseados no 
Método dos Elemento Fintos, neste trabalho utilizar-se-á um modelo empregando elementos finitos 
lineares que assentam na formulação de viga de Timoshenko. Este modelo está principalmente 
vocacionado para a análise estrutural de obras de arte, acompanhando o processo desde o faseamento 
construtivo até à fase de exploração, permitindo a discretização da secção transversal através de fibras 
e incorporando elementos específicos para a discretização de armaduras passivas, de cabos de pré-
esforço e ainda de tirantes.  
O modelo permite a análise estrutural com alterações do sistema estático ao longo do tempo, desde que 
essas estruturas sejam passíveis de serem modeladas por elementos finitos lineares do tipo viga, 
utilizando métodos incrementais e iterativos de forma a resolver os problemas suscitados por análises 
material e geometricamente não-lineares. Por isso mesmo todos os elementos finitos incorporados no 
programa admitem a análise não linear geométrica permitindo uma análise mais realista das peças 
esbeltas. No que diz respeito ao comportamento material o programa coloca ao dispor do utilizador um 
leque abrangente de opções, sendo possível a realização de análises incluindo as leis constitutivas e de 
comportamento diferido de cada material, respetivamente, a fissuração do betão e o comportamento 
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elasto-plástico do aço nas leis constitutivas e a maturação, retração e fluência do betão e a relaxação do 
aço de pré-esforço no caso das leis de comportamento diferido do material. 
A determinação de frequências e modos próprios de vibração de uma estrutura em qualquer fase do seu 
ciclo de vida, inclusivamente durante a fase construtiva, está também ao alcance do utilizador na 
plataforma Evolution. 
A plataforma Evolution por se tratar de um software de código aberto e possuir bibliotecas de objetos 
genéricos robustos possibilita a introdução de alterações ao código e novas funcionalidades mediante as 
necessidades e opções de cada utilizador, tornando o modelo muito versátil e adaptável a cada caso de 
estudo concreto. 
 
 
  
Modelação Numérica de Benchmarks para Validação de um Modelo de Análise Estrutural 
 
6 
  
Modelação Numérica de Benchmarks para Validação de um Modelo de Análise Estrutural  
 
7 
 
 
 
 
3 
VALIDAÇÃO MEF 
 
3.1. INTRODUÇÃO 
O principal conceito associado ao método dos elementos finitos é a resolução de um problema complexo 
através da sua substituição por um conjunto de problemas equivalente cuja solução seja facilmente 
determinada. Como o problema inicial é substituído por um problema aproximado, também a solução 
obtida vai ser uma aproximação da solução exata, obrigando assim a encontrar para cada problema um 
equilíbrio entre a simplicidade do modelo representativo do problema e a aproximação da solução. Este 
conceito tem acompanhado os matemáticos desde que há memória, como demonstra Rao, S.S. (2005) 
usando como exemplo a Figura 3.1 onde está representada a metodologia usada para a estimativa do 
perímetro de uma circunferência. 
Gupta, K.K., Meek, J. L. (1996) apresentam uma breve história do método dos elementos finitos onde 
os nomes de Courant, Argyris, Turner, Clough e Zienkiewicz são mencionados como os principais 
responsáveis pelo desenvolvimento e formulação do método como hoje o conhecemos, ficando a dever-
se a Clough, R.W. (1960) a utilização pela primeira vez da expressão “elemento finito”. Na década de 
50 do século passado apenas as grandes companhias industriais e algumas agências governamentais nos 
Estados Unidos tinham capacidade para colocar aos dispor dos seus quadros computadores digitais. Não 
reservando surpresa a importância da indústria aeronáutica no desenvolvimento deste método, 
nomeadamente a Boeing que em determinada altura contava com Turner e Argyris, contudo, a natureza 
generalista desta teoria permitiu a sua aplicação nos mais diversos problemas de engenharia. 
 
Figura 3.1 – Perímetro de uma circunferência (Rao, S.S., 2005) 
 
3.2. DISCRETIZAÇÃO DOS ELEMENTOS 
“O método dos elementos finitos, no âmbito da engenharia de estruturas, tem como objetivo a 
determinação do estado de tensão e de deformação de um sólido de geometria arbitrária sujeito a ações 
exteriores.” Azevedo, Á.F.M. (2003) Este método surge como uma ferramenta matemática que através 
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da divisão de um meio contínuo em partes mais simples, permite calcular soluções aproximadas para 
equações e integrais diferenciais. Considera-se que estes elementos estão interligados em conexões 
específicas designadas de nós, coincidentes normalmente com as fronteiras entre elementos adjacentes. 
Uma vez que a efetiva variação do campo de variáveis (deslocamentos por exemplo) no elemento não é 
conhecida assume-se que pode ser aproximada por uma função. Estas funções aproximadas – também 
chamadas de funções interpoladoras – são definidas tendo em conta os seus valores nos nós. Quando o 
campo de equações é escrito (como por exemplo as equações de equilíbrio), as novas variáveis 
desconhecidas serão os valores nodais. Resolvendo as equações, que são normalmente na forma 
matricial, os valores nodais são determinados definindo as funções interpoladoras e sabendo qual a 
variação do campo de variáveis em determinado elemento. 
A plataforma Evolution baseia-se no princípio explicado anteriormente, possibilitando um modelo de 
análise computacional capaz de lidar com análise não linear geométrica, com métodos iterativos, 
métodos incrementais e ainda de análise modal.  
Por não se tratar do âmbito desta dissertação apenas os fundamentos do método em que se baseia a 
plataforma Evolution serão explanados no capítulo seguinte, podendo, o leitor mais interessados no 
método particularmente, encontrar a sua formulação matemática e até alguma algoritmia necessária para 
a sua programação devidamente dissecada nos trabalhos de Azevedo, Á.F.M. (2003), Ferraz, M.Â.C. 
(2010) e ainda Oñate, E. (1995). 
 
3.2.1. FIBRAS 
A discretização das peças lineares na plataforma Evolution é feita através da divisão da secção 
transversal em fibras, existindo uma biblioteca de tipos de fibra passíveis de serem estudados na 
plataforma. Esta biblioteca é composta por quatro tipos de fibras representativas das necessidades de 
um engenheiro civil, nomeadamente TIMOSHENKO, REINFORCEMENT, EMBEDDEDCABLE e 
STAYCABLE, que simulam, respetivamente, secções genéricas, armaduras longitudinais, cabos de 
pré-esforço embebidos numa secção e tirantes exteriores. Para controlar devidamente o comportamento 
destas fibras estão definidas intrinsecamente na plataforma leis constitutivas de cada material, a saber, 
ELASTICLINEAR, CONCRETE_CEB90, CONCRETE_EC2, PLASTICLINEAR1D e 
PLASTICLINEAR1D_CONCRETE. As classes CONCRETE_CEB90 e CONCRETE_EC2 
correspondem às leis constitutivas elásticas lineares com maturação do betão definidas, respetivamente, 
no CEB90 (CEB-FIP, 1993) e no Eurocódigo 2 (EC2, 2010). A classe ELASTICLINEAR corresponde 
à implementação de uma lei constitutiva elástica linear sem limitação de tensões ou extensões enquanto 
as classes PLASTICLINEAR1D e PLASTICLINEAR1D_CONCRETE correspondem à 
implementação do comportamento não linear material, adequadas, respetivamente, à modelação de 
armaduras e da fissuração do betão armado. A plataforma possibilita ainda a simulação da retração e 
fluência do betão e também da relaxação do aço de pré-esforço, designadas por SHRINKAGE, CREEP 
e RELAXATION. A classe relativa à retração segue a modelação imposta pelo Eurocódigo 2 (EC2, 
2010) denominada EC2, pelo modelo de código 90 (CEB-FIP, 1993) com a designação de CEB90 e 
ainda uma terceira modelação, denominada MULTILINEAR, que permite ao utilizador ajustar a lei de 
comportamento material através de resultados obtidos experimentalmente. Relativamente à modelação 
da fluência e da relaxação do aço de pré-esforço foram seguidas as normas impostas pelo Eurocódigo 2 
e pelo modelo de código 90 apenas, adotando as designações EC2 e CEB90. 
A classe LOAD foi criada de forma a possibilitar o estudo de solicitações como o peso próprio 
(SELFWEIGHT), a massa para a respetiva análise modal (MASS), tensões e extensões impostas 
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(IMPOSEDSTRESS e IMPOSEDSTRAIN), tensões e extensões aplicadas (APLLIEDSTRESS e 
APLLIEDSTRAIN). 
A formulação específica destas fibras varia apenas na formulação das correspondentes matrizes, sendo 
descrito de forma mais específica ao longo do presente capítulo.  
 
3.2.2. NÓS 
Os nós definem os limites entre elementos finitos, sendo nos nós a localização das incógnitas e ainda a 
definição das condições fronteira. No máximo são seis os graus de liberdade em cada nó, 
correspondentes a três deslocamentos e três rotações em torno de cada um dos seus eixos x, y e z. O 
modelo permite um ajuste automático, através da funcionalidade ON/OFF, que contribui de 
sobremaneira para a sua expansibilidade. Esta funcionalidade permite que um nó, ou apenas um 
determinado grau de liberdade, seja controlado por objetos exteriores, exemplificando, se num 
determinado incremento de análise estão ligados a um nó apenas elementos de escoras, o nó deve apenas 
possuir os graus de liberdade relativos aos deslocamentos. Posteriormente no mesmo nó, num outro 
incremento, se for ligado um elemento de viga os elementos referentes às rotações serão ligados e tidos 
em conta. De facto, o estado ON/OFF de um determinado nó depende do estado dos elementos que a 
ele estão conectados. 
 
3.2.3. ELEMENTOS DE VIGA DE TIMOSHENKO 
Segundo Oñate, E. (1995) na formulação do elemento de viga Timoshenko é considerado que as secções 
planas mantém essa característica após a deformação. No entanto, supõe-se que uma secção normal ao 
eixo da viga antes da deformação não mantém essa característica, possibilitando desta forma considerar 
a deformação devido ao corte. Esta hipótese apresenta uma melhor solução relativamente à formulação 
de Euler-Bernoulli uma vez que quando a relação vão/altura diminui as secções transversais deixam de 
ser planas após a deformação por efeito de corte. A rotação de uma secção, representada na Figura 3.2, 
é então estimada a partir da soma da rotação do eixo da barra (du3 / dx1) com a rotação devido ao 
esforço por corte (ϕ). 
 
Figura 3.2 – Formulação de Timoshenko (Azevedo, Á.F.M., 2003) 
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3.3. PESO PRÓPRIO 
Ao longo deste capítulo vão ser abordados exemplos de progressiva complexidade de forma a validar 
os resultados obtidos recorrendo ao uso do modelo de cálculo, comparando posteriormente com as 
soluções teóricas expectáveis, constituindo assim benchmarks. 
A verificação de estruturas simples sujeitas apenas ao peso próprio foi escolhido como exemplo indicado 
para iniciar a verificação dos resultados. Esta escolha prende-se com a necessária e gradual 
familiarização ao código do programa e à sua modelação, permitindo através de simples cálculos, como 
por exemplo as reações nos apoios, verificar a credibilidade dos resultados. 
 
3.3.1. VERIFICAÇÃO PESO PRÓPRIO 
Neste exemplo foram modeladas duas vigas encastradas, ambas com secção retangular de 0.2x0.4 m2, 
procedendo à sua divisão em 32 fibras com 0.05x0.05 m2 cada uma delas, como mostra a Figura 3.3.  
 
Figura 3.3 – Divisão em fibras da secção transversal de um elemento de 3 nós 
 
As 32 fibras definidas foram modeladas fazendo uso da classe TIMOSHENKO e recorrendo a um 
material do tipo ELASTICLINEAR, permitindo o estudo elástico e linear das extensões e rotações nos 
3 eixos da peça. Relativamente às caraterísticas materiais, foram adotadas as presentes no EC2 para um 
betão da classe C25/30. 
As duas vigas representam genericamente a mesma peça, uma viga encastrada com 10 metros de vão 
sujeita apenas ao peso próprio, com valor de 25 kN/m3. Encontrando-se como dissemelhança entre 
ambas o número de elementos e nós que as definem, como é visível na Figura 3.4, sendo uma delas 
formada por apenas dois elementos de 5 metros com 3 nós por elemento enquanto outra se encontra com 
uma divisão metro a metro, logo com 10 elementos, também com 3 nós por elemento. O nome dos 
modelos foi escolhido tendo em conta o número de elementos usadas para discretizar a peça e o número 
de pontos de Gauss em cada um desses elementos, logo, o primeiro exemplo recebeu o nome de 2E3N 
enquanto o segundo designou-se por 10E3N. 
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Figura 3.4 – Comparação entre duas discretizações da mesma peça 
Foram definidos como OUTPUTS para validação a deformação e a rotação vertical em cada nó, as 
tensões normais a meio vão, e ainda as reações nos apoios.  
O valor obtido para as reações no encastramento coincide perfeitamente com os valores expectáveis, 
concretamente uma reação vertical de 20 kN e um momento de 100 kN.m. Na determinação por cálculo 
direto da deformação vertical e da rotação nó a nó recorreu-se ao método da integração elástica, fazendo 
uso dos apontamentos teóricos de Juvandes (2002). Como mostram as Figura 3.5 e Figura 3.6 ambos os 
modelos estudados apresentam soluções bastante satisfatórias e praticamente coincidentes com a 
solução teórica. Estes resultados podem induzir em erro, como demonstra a Figura 3.7 com a 
representação das tensões, uma vez que apenas para o cálculo da flecha os resultados são independentes 
da modelação feita, respondendo apenas à alteração do módulo de elasticidade, módulo de distorção e a 
forma do diagrama de momentos e esforço transverso, daí que não apresentem diferenças. 
 
Figura 3.5 – Deformação vertical ao longo da peça 
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Figura 3.6 – Rotação ao longo da peça 
 
Para a determinação das tensões normais recorreu-se à Equação (3.1). 
 
σ=
N
A
±
M
I
*y (3.1) 
 
Após o cálculo das tensões normais presentes em cada fibra, realizou-se a comparação dos resultados 
obtidos por meio gráfico, Figura 3.7, podendo afirmar que a solução com 10 elementos apresenta 
resultados bastante bons e quase coincidentes com a solução teórica. Relativamente à solução menos 
robusta, com apenas dois elementos os resultados são bastante pobres, facto explicável devido ao 
insuficiente número de elementos. Na solução com apenas dois elementos o programa viu-se obrigado 
a realizar extrapolações com apenas dois pontos de Gauss por elemento em uma viga de 10 metros, 
verificando-se claramente insuficiente. 
 
Figura 3.7 – Tensões normais a meio vão 
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Pode-se concluir portanto que a solução com 10 elementos apresenta resultados bastante satisfatórios, 
sendo entre as duas opções em estudo a que melhor representa o comportamento da peça. Este exemplo 
simples e facilmente verificável recorrendo ao uso de uma simples folha de Excel permitiu ficar 
devidamente alerta para os perigos de uma modelação demasiado simplista ou demasiado robusta. A 
modelação deve ser feita tendo em conta o que se pretende estudar, podendo um modelo bastante simples 
ser a melhor opção, estudo apenas da deformação, ou ser necessário um modelo mais robusto, caso o 
estudo das tensões seja também uma obrigatoriedade. 
 
3.4. DEFORMAÇÕES IMPOSTAS 
Uma estrutura de engenharia civil não está totalmente isenta de sofrer deformações impostas, por muito 
meticuloso que seja o estudo da obra e a sua preparação, estando todas as peças sujeitas a variações de 
temperatura e podendo estar sujeitas a assentamentos de apoio. Torna-se então interessante estudar este 
tipo de deformações e a resposta do modelo perante este tipo de solicitações.  
 
3.4.1. ASSENTAMENTOS DE APOIO 
Para o estudo destes dois tipos de deformações recorreu-se à peça usada no subcapítulo anterior, secção 
retangular dividida em 32 fibras e com 10 metros de vão.  
Os esforços provocados por um assentamento de apoio ou rotação do mesmo estão devidamente 
tabelados, Figura 3.8, e são função da inércia da secção, do módulo de elasticidade, do comprimento da 
peça e ainda do assentamento/rotação a que está sujeito.  
 
Figura 3.8 – Reações nas barras devido a assentamentos de apoio 
 
Apesar de o estudo do peso próprio ter mostrado que não será encontrada nenhuma diferença 
significativa nos resultados relativos às deformações verticais caso se opte por qualquer um dos modelos 
usados anteriormente tratando-se de modelos simples e rapidamente calculáveis na plataforma a opção 
foi usar o modelo com 10 elementos, visto que graficamente a solução é muito mais apelativa, Figura 
3.9, visto que coincide perfeitamente com a deformação nas correspondentes tabelas. 
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Figura 3.9 – Deformação nas vigas devido a assentamentos de apoio 
 
Recorrendo à funcionalidade do programa que permite o estudo em simultâneo de estruturas diferentes 
procedeu-se à duplicação da viga com 10 elementos e aplicação de um deslocamento vertical no apoio 
no valor de 0.01 m numa delas enquanto na outra foi aplicada uma rotação do aparelho de apoio no valor 
de 0.01 radianos. Na Tabela 3.1 apresenta-se a comparação e o desvio percentual entre os valores obtidos 
recorrendo às tabelas e aos valores calculados na plataforma. 
Tabela 3.1 – Valores das reações devido dos assentamentos e rotações  
 Assentamento Rotação 
  Ve (kN) Me (kN.m) Ve (kN) Me (kN.m) 
Solução Teórica -3.97 19.84 19.84 -132.27 
Evolution -3.89 19.44 19.44 -129.74 
Desvio % 2.0% 2.0% 2.0% 1.9% 
 
Em jeito de conclusão pode ser referido que os resultados obtidos são satisfatórios e bastante 
aproximados com um desvio de apenas 2%, garantindo confiança no programa. 
 
3.4.2. TEMPERATURA 
As variações de temperatura podem ter grande influência na deformabilidade e no estado de tensão de 
uma estrutura tem portanto todo o interesse aferir a fiabilidade do programa em estudo quando uma 
estrutura se encontra sujeita a este tipo de solicitação. 
Para o efeito procedeu-se ao estudo de dois exemplos semelhantes, em que numa viga de dois tramos 
um desses tramos se encontra sujeito a uma variação de temperatura. Fazendo uso das fibras do tipo 
TIMOSHENKO foi modelada uma secção com 0.3x0.4 m2 dividida em 48 fibras de 0.1x0.1 m2 cada 
uma delas. Trata-se de uma viga de betão C30/37, tendo um módulo de elasticidade de 33 GPa. Como 
mostra a Figura 3.10 cada um dos exemplos em estudo é constituído por dois tramos, tendo cada um 
desses tramos 5 metros de desenvolvimento. A principal diferença entre os dois modelos reside nos 
sistemas de apoio usados, já que a variação de temperatura é considerada atuante apenas no segundo 
tramo. No exemplo (A) o tramo sujeito à variação térmica poderá deformar-se livremente, não 
produzindo esforços, por outro lado no caso (B) o tramo solicitado encontra-se impedido de se deformar 
livremente, produzindo tensões adicionais. 
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Figura 3.10 – Esquema estrutural das vigas sujeitas à variação de temperatura 
 
Recorrendo a Juvandes (2002) o encurtamento de uma barra sujeita a variação térmica pode ser 
determinado pela Equação (3.2). 
 
ΔL=
NL
EA
+ α.Δt.L (3.2) 
 
onde N e L representam respetivamente o esforço axial a que a barra se encontra sujeita e o seu 
comprimento, E e A o módulo de elasticidade e a área da secção transversal. O coeficiente de dilatação 
térmica linear é representado por α e, por último, Δt representa a variação da temperatura. 
Segundo o EC2 (2010), o coeficiente de dilatação térmica linear pode ser considerado igual a 10-5 K-1, 
na ausência de informações mais rigorosas. O valor da variação de temperatura a que os exemplos foram 
submetidos assume o valor de 20ºC e -20ºC, sabendo que em módulo os resultados serão os mesmos 
optou-se por apenas apresentar os resultados relativos à variação positiva. 
Analisando a Equação (3.2) verifica-se que a primeira parcela não tem significado uma vez que, como 
referido anteriormente, no exemplo (A) o apoio extremo permite o movimento no eixo da barra, sendo 
este o único efeito decorrente da aplicação de uma variação de temperatura. Posto isto, a deformação 
teórica e a obtida pelo programa de cálculo são apresentadas na Tabela 3.2. 
Tabela 3.2 – Deformação no apoio extremo livre 
Deformação (mm) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
1.0 1.0 0.0% 
 
Analisando agora o exemplo (B), em que o apoio móvel passa a estar localizado entre tramos, é 
expectável que devido ao efeito da variação de temperatura positiva ocorra uma dilatação da peça e o 
apoio se desloque para a esquerda, fazendo com que os dois tramos fiquem comprimidos e 
consequentemente surjam tensões nas fibras e reações nos apoios. O valor da tensão normal que resulta 
do efeito da temperatura pode ser determinado por uma variação da lei de Hooke, dividindo o esforço 
normal pela área da secção. O esforço normal, que será a reação à qual os apoios terão de dar resposta, 
pode ser determinado pela Equação (3.3). 
 
N=
ΔL.E.A
L
 (3.3) 
 
onde ΔL assume o valor determinado no exemplo (A), mas como neste caso a deformação vai mobilizar 
os dois tramos o valor de L assume o comprimento total da peça, ou seja, 10 metros. A Tabela 3.3 e a 
Modelação Numérica de Benchmarks para Validação de um Modelo de Análise Estrutural 
 
16 
Tabela 3.4 apresentam a comparação dos resultados obtidos pelo programa em estudo e pela resolução 
teórica do problema. 
Tabela 3.3 – Valores das reações nos apoios (kN) 
Apoio Solução Teórica Evolution Desvio % 
Direito 396 396 0.0% 
Esquerdo -396 -396 0.0% 
 
Tabela 3.4 – Tensão na secção transversal da viga (kPa) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
-3300 -3300 0.0% 
 
Resta apenas verificar o valor do deslocamento a que o apoio ficará sujeito, determinando para isso a 
deformação existente no tramo sujeito à variação de temperatura. Nesse cálculo recorre-se novamente à 
Equação (3.2), embora neste caso contrariamente ao anterior a parcela referente ao esforço normal já é 
considerada. Na Tabela 3.5 está apresentada a comparação efetuada entre os resultados obtidos. 
Tabela 3.5 – Deformação no eixo da barra (mm) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
-0.5 -0.5 0.0% 
 
Pode-se concluir que a verificação da resposta da plataforma Evolution no caso de uma variação de 
temperatura foi bastante positiva, sendo os resultados exatamente coincidentes, assegurando a 
fiabilidade do programa numa próxima utilização para o estudo de um problema semelhante. 
 
3.5. PRÉ-ESFORÇO 
Desde o início do uso do betão como material estrutural, a sua deficiente resistência à tração levou à 
procura de soluções que permitissem colocar a zona tracionada sob compressão melhorando o seu 
comportamento estrutural. A técnica do pré-esforço do betão consiste em introduzir um estado de tensão 
prévio, capaz de melhorar o comportamento e a resistência da estrutura. A tensão introduzida no aço 
dos cabos precisa ser bastante elevada devido às deformações introduzidas pela deformação instantânea, 
pela retração e pela fluência do betão que fazem com que uma parte significativa dessa tensão imposta 
seja perdida. 
Segundo Figueiras, J.A. (1993) existem três conceitos que podem ser usados para definir o 
comportamento de betão pré-esforçado, a saber: 
 Pré-Esforço para transformar o betão num material elástico; 
Com o tensionamento do cabo o betão fica sujeito a dois sistemas de forças, nomeadamente o do 
pré-esforço interno e das ações exteriores, em que as trações devido às ações exteriores são contrariadas 
pelas tensões de compressão devidas ao pré-esforço. Desta forma se não houver tensões de tração no 
betão, toda a secção transversal se encontra comprimida e o seu comportamento pode ser considerado 
como o de um material elástico. 
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 Pré-Esforço para combinar aço de alta resistência com betão; 
O comportamento do betão pré-esforçado nesta solução é assumido como análogo ao comportamento 
de uma peça de betão armado, considerando que se trata de uma combinação de dois materiais, com o 
aço responsável por suportar as tensões de tração e consequentemente o betão as de compressão. Por se 
tratar de aço de alta resistência as deformações necessárias para mobilizar a sua resistência não são 
compatíveis com as características resistentes do betão à tração, advindo portanto a necessidade de 
esticar previamente o aço de alta resistência a um nível, σp0, e ancorá-lo contra betão de forma a 
desenvolver um efeito favorável nos dois materiais (compressão no betão e tração no aço) antes de 
aplicar as cargas exteriores. 
O betão pré-esforçado é desta forma uma extensão do betão armado sendo a capacidade resistente da 
peça limitada pela capacidade limite de cada um dos materiais. Neste conceito é utilizado um raciocínio 
idêntico ao de cálculo à rotura de secções de betão armado. 
 
 Pré-Esforço para alcançar cargas equivalentes. 
Neste tipo de solução o pré-esforço é basicamente interpretado como uma tentativa para equilibrar as 
cargas atuantes sobre o elemento. O efeito provocado pelo pré-esforço pode então ser substituído, para 
cálculo, por um conjunto de cargas equivalentes, como mostra a Figura 3.11, reduzindo ou anulando 
assim a flexão a que a peça estaria sujeita caso não fosse previamente pré-esforçada. 
 
Figura 3.11 – Representação das cargas equivalentes devido ao pré-esforço (Figueiras, J. A. (1993)) 
 
No caso de cabos retos, excêntricos em relação ao eixo neutro da peça (mas com variação da 
excentricidade), as cargas equivalentes são apenas cargas pontuais de compressão nas extremidades e 
forças verticais que são diretamente determinadas tendo em conta a inclinação do cabo. O cabo 
parabólico desenvolve uma carga uniforme dirigida para cima de valor: 
 
q=
8Pf
L
2
 (3.4) 
 
sendo f a flecha da parábola. 
São fundamentalmente duas as técnicas principais de pré-esforço aplicadas ao betão, nomeadamente a 
pré-tensão e a pós-tensão. No caso da pré-tensão, podendo também ser designada de pré-esforço de 
aderência, os varões ou cabos são tensionados antes da colocação do betão, sendo a transferência do 
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esforço para o betão feita por aderência, depois do betão adquirir a resistência necessária. É um processo 
adequado para a pré-fabricação em série, uma vez que os cabos são tensionados previamente, 
moldando-se posteriormente o comprimento da peça de betão. Esta técnica de pré-esforço envolve em 
geral grandes perdas de tensão, a transmissão da força faz-se usualmente para um betão com poucos 
dias de idade. No caso da pós-tensão as armaduras são tensionadas após o betão ter adquirido a 
resistência necessária sendo esta a técnica de pré-esforço utilizada na construção "in situ". O pré-esforço 
é aplicado por cabos munidos de ancoragens nas suas extremidades e colocado em bainhas de modo a 
ficarem livres durante a betonagem. Depois do betão adquirir a resistência necessária, os cabos são 
tensionados por meio de macacos que fazem apoio sobre o betão sendo em seguida os cabos ancorados 
nas extremidades. 
No contexto do pré-esforço convém ainda referenciar a divisão dos dois tipos de perdas a que esta técnica 
está sujeita, nomeadamente as perdas instantâneas e as perdas diferidas. No capítulo das perdas 
instantâneas estão contabilizadas as perdas devido ao atrito nos desvios do traçado, as perdas devido ao 
escorregamento dos dispositivos de amarração, as perdas devido à relaxação a curto prazo do aço de 
pré-esforço e ainda a deformação elástica do betão. Relativamente às perdas diferidas estão englobadas 
as perdas de tensão devido à redução da extensão, provocada pela deformação do betão sob ações 
permanentes devido à fluência e retração, e a redução da tensão do aço devido à relaxação. 
Nos subcapítulos seguintes será feita a verificação das duas técnicas de aplicação do pré-esforço 
contabilizando apenas as perdas instantâneas e considerando cabos de pré-esforço aderentes, abordando 
no capítulo seguinte as perdas diferidas. 
 
3.5.1. PRÉ-TENSÃO 
O modelo possui as classes APLLIEDSTRESS e APLLIEDSTRAIN para reproduzir a aplicação de 
pré-esforço, no caso da aplicação de tensão (ou extensão) inicial.  
Na contabilização das perdas instantâneas de pré-esforço o modelo tem a capacidade de estudar 
automaticamente as perdas por deformação elástica e as perdas por relaxação a curto prazo (sendo esta 
última estudada no capítulo seguinte). Uma vez que a modelação das armaduras de pré-esforço é 
efetuada através de fibras ou elementos finitos do tipo EMBEDDEDCABLE, diferenciando-se do tipo 
TIMOSHENKO apenas nas deformações que consideram possíveis e na possibilidade de não serem 
paralelas ao eixo da peça em que se inserem, sendo que nas fibras do tipo EMBEDDEDCABLE apenas 
se tem em conta a extensão axial desprezando as distorções por corte. Devido à deformação elástica, o 
valor final de pré-esforço não coincide com o inicialmente aplicado, uma vez que durante a transferência 
das tensões da armadura para o betão ocorrem deformações das mesmas que resultam em perdas de 
tensão.  
Neste primeiro exemplo de aplicação pretende-se estudar o comportamento de uma peça de betão 
pré-esforçada pela técnica de pré-tensão. Para isso foi modelada uma viga simplesmente apoiada de 8 
metros de vão, com secção retangular com 0.375 (0.5x0.75) m2, dividindo-a em 150 fibras de 
TIMOSHENKO de 0.05x0.05 m2. Considerou-se uma viga betonada com o betão modelo do EC2 
C30/37, cujo módulo de elasticidade assume o valor de 33 GPa. A armadura de pré-esforço foi modelada 
recorrendo a apenas uma fibra do tipo EMBEDDEDCABLE, assumindo o seu módulo de elasticidade 
o valor de 206 GPa, e foi-lhe atribuída uma área de 7.4cm2 e possuindo uma tensão de rotura 
característica de 1860 MPa e, consequentemente, uma tensão limite convencional de proporcionalidade 
de 0.1% característica de 1640 MPa. 
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Figura 3.12 – Representação da modelação de uma viga pré-esforçada com cabo linear 
 
O cabo assume um traçado reto e linear, como mostra a Figura 3.12, com uma excentricidade de 0.15 m 
sendo tracionado até atingir uma tensão de 1351,35 MPa, o equivalente a uma força de tração de 
1000 kN. A aplicação do pré-esforço com excentricidade além de provocar a compressão da peça vai 
ainda induzir um momento fletor contrário ao que será provocado pelas cargas a que a peça estará sujeita, 
cuja deformação devida unicamente ao pré-esforço pode ser observada na Figura 3.13. 
 
Figura 3.13 – Deformação na viga devido à excentricidade do pré-esforço 
 
Nesse caso, as tensões normais presentes na secção transversal podem ser calculadas a partir da 
expressão (3.5). 
 
σ=
N
A
 ±
M . y
I
 ±
P . e . y
I
 (3.5) 
 
onde N equivale apenas à força de pré-esforço na ausência de esforço axial. 
Após a determinação da tensão no betão facilmente podemos determinar, pela lei de Hooke, a extensão 
axial a que a peça estará sujeita. A extensão axial do betão, responsável pelas perdas por deformação 
elástica é igual à armadura de pré-esforço devido à solidarização dos dois materiais. Assim, uma vez 
mais pela lei de Hooke, é possível determinar qual a perda de tensão provocada pela deformação elástica 
do betão. Como a modelação da secção é feita com recurso a elementos finitos, as extensões serão 
obtidas ao nível de cada fibra, por isso, deverá ser usada a extensão ao nível do centro de gravidade da 
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peça para determinar qual a perda de pré-esforço, uma vez que é nesse elemento que está contemplada 
unicamente a deformação por efeitos da compressão instalada. Na Tabela 3.6 e na Tabela 3.7 é feita a 
comparação, em percentagem, dos valores obtidos através do modelo numérico com os valores 
calculados através da solução teórica. 
 
Tabela 3.6 – Tensões no betão (kPa) 
Variação y Solução Teórica Evolution Desvio % 
0.35 320.00 327.35 2.25% 
0.3 -106.67 -103.58 2.89% 
0.25 -533.33 -514.42 3.55% 
0.2 -960.00 -935.31 2.57% 
0.15 -1386.67 -1356.19 2.20% 
0.1 -1813.33 -1777.08 2.00% 
0.05 -2240.00 -2197.97 1.88% 
0 -2666.67 -2618.85 1.79% 
-0.05 -3093.33 -3039.74 1.73% 
-0.1 -3520.00 -3460.63 1.69% 
-0.15 -3946.67 -3881.51 1.65% 
-0.2 -4373.33 -4302.40 1.62% 
-0.25 -4800.00 -4723.28 1.60% 
-0.3 -5226.67 -5144.17 1.58% 
-0.35 -5653.33 -5565.06 1.56% 
 
Tabela 3.7 – Tensão na armadura de pré-esforço (kPa) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
1334704.89 1327121.31 0.57% 
 
Os resultados obtidos são bastante aproximados, atingindo um desvio médio de 1,9% nas tensões 
presentes no betão e relativamente às tensões de tração na armadura de pré-esforço, que é o principal 
objeto de estudo, a variação é de apenas 0.57 % o que representa a fiabilidade do programa. 
Além das tensões também as deformações foram comparadas, apresentadas na Tabela 3.8 e na Tabela 
3.9, estudando assim o deslocamento horizontal expectável no apoio livre e ainda a deformação vertical 
a meio vão – provocada pela excentricidade do pré-esforço. No cálculo manual do deslocamento vertical 
recorreu-se ao método da unidade fictícia de carga, explicado na Equação (4.19), enquanto para o 
deslocamento horizontal sabendo o valor da extensão facilmente se obtém o valor do deslocamento 
causado na extremidade livre. 
Tabela 3.8 – Deslocamento no apoio livre (mm) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
-0.646 -0.635 1.79% 
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Tabela 3.9 – Deslocamento vertical a meio vão (mm) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
2.07 2.04 1.35% 
 
Os resultados obtidos no modelo de cálculo foram bastante aproximados, coincidindo até ao milímetro 
no deslocamento vertical e até à décima de milímetro no deslocamento vertical. 
A esta mesma peça foi posteriormente adicionado um carregamento de 50 kN/m com o intuito de 
verificar a alteração e o desenvolvimento quer de novas tensões quer de deslocamentos completamente 
contrários aos previamente existentes, mostrando na Figura 3.14 o incremento de tensões que a aplicação 
da carga provoca em cada fibra. De salientar que nesta fase a análise feita ainda não contabiliza os efeitos 
diferidos e a evolução ao longo do tempo das perdas de pré-esforço.  
 
Figura 3.14 – Representação das tensões normais na plataforma Evolution 
 
As tensões finais a que a peça está sujeita, apresentadas pelo modelo, não são mais que o somatório dos 
efeitos de cada incremento, por isso, somando as tensões existentes em cada fibra devido ao efeito do 
pré-esforço com as tensões provocadas pela aplicação do carregamento na peça, obtém-se os resultados 
apresentados na Tabela 3.11 e  
Tabela 3.10.  
Tabela 3.10 – Tensão na armadura de pré-esforço (kPa) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
1348022.06 1348081.47 0.004% 
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Tabela 3.11 – Tensão no betão (kPa) 
Variação y Solução Teórica Evolution Desvio % 
0.35 -7644.44 -7650.32 0.08% 
0.3 -6933.33 -6931.54 0.03% 
0.25 -6222.22 -6212.76 0.15% 
0.2 -5511.11 -5493.98 0.31% 
0.15 -4800.00 -4775.20 0.52% 
0.1 -4088.89 -4056.41 0.79% 
0.05 -3377.78 -3337.63 1.19% 
0 -2666.67 -2618.85 1.79% 
-0.05 -1955.56 -1900.07 2.84% 
-0.1 -1244.44 -1181.29 5.07% 
-0.15 -533.33 -462.51 13.28% 
-0.2 177.78 256.27 30.63% 
-0.25 888.89 975.05 8.84% 
-0.3 1600.00 1693.83 5.54% 
-0.35 2311.11 2412.61 4.21% 
 
Os resultados obtidos estão bastante aproximados da solução teórica o que confere bastante confiança 
no modelo para o estudo deste tipo de solução de pré-esforço. Existem determinadas secções em que se 
verificam picos nas diferenças de tensões, podendo esse facto ser facilmente explicável, já que essas 
diferenças ocorrem nas fibras correspondentes ao betão circundante ao cabo pré-esforçado, sendo um 
problema de modelação. Esses picos possivelmente seriam removidos caso a malha fosse mais 
pormenorizada nessa área em específico. 
Na verificação do deslocamento vertical a meio vão verifica-se que com o incremento de carga a 
diferença percentual aumentou bastante passando agora a ser de 4.48 %, como mostra a Tabela 3.12, 
não sendo preocupante uma vez que o erro afeta o resultado na décima de milímetro, mantendo assim a 
confiança no resultado apresentado. 
Tabela 3.12 – Deslocamento vertical a meio vão (m) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
-2.53 -2.65 4.48% 
 
3.5.2. PÓS-TENSÃO 
No caso do estudo do pré-esforço aplicado por pós-tensão o programa possui as funcionalidades 
IMPOSEDSTRESS e IMPOSEDSTRAIN para simular a imposição, respetivamente, de uma tensão ou 
extensão final. Uma vez que o modelo contabiliza automaticamente as perdas de pré-esforço devido à 
deformação elástica do betão esta funcionalidade tem de funcionar de forma iterativa, procedendo ao 
aumento necessário na tensão aplicada na armadura de pré-esforço até compatibilizar a tensão final 
imposta com as deformações decorrentes dessa mesma tensão. 
Para verificar esta funcionalidade da plataforma procedeu-se à modelação de uma viga de betão com 18 
metros de vão e pré esforçada com um cabo parabólico. Foram usados em conjunto elementos do tipo 
TIMOSHENKO e EMBEDDEDCABLE para simular respetivamente as fibras de betão e da armadura 
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de pré-esforço. Foi usada uma secção transversal em T, com as dimensões especificadas na Figura 3.15, 
e admitindo que a área da armadura de pré-esforço não precisa ser considerada a secção contabiliza uma 
área de 0.64 m2 de betão. Esta secção foi discretizada em 128 fibras com um módulo de elasticidade de 
38 GPa. A discretização da armadura de pré-esforço foi feita recorrendo apenas a uma fibra, com um 
módulo de elasticidade de 206 GPa e uma área de 26 cm2. 
 
Figura 3.15 – Esquema da secção transversal 
 
A viga encontra-se simplesmente apoiada e foi discretizada através de 18 elementos do tipo 
BEAMFIBRE, cada um desses elementos com 1 metro de desenvolvimento e 2 pontos de Gauss. A 
inércia da secção apresentada pelo programa em estudo é de 0.0515 m4, que é praticamente coincidente 
com a inércia estimada teoricamente desprezando a influência do cabo de pré-esforço, que é 
aproximadamente 0.0516 m4, e não introduz disparidades relevantes no cálculo de tensões e 
deformações. 
O cabo assume um traçado parabólico, tendo início no centro de gravidade da peça e atingindo a meio 
vão a flecha máxima com o valor de 0.5525 m, na Tabela 3.13 apresenta-se o traçado completo do cabo 
por metro de desenvolvimento da viga. 
Tabela 3.13 – Variação do traçado do cabo de pré-esforço ao longo da viga 
Viga (m) Cabo (y) Viga (m) Cabo (y) 
0 0.00 10 -0.55 
1 -0.12 11 -0.53 
2 -0.22 12 -0.49 
3 -0.31 13 -0.44 
4 -0.38 14 -0.38 
5 -0.44 15 -0.31 
6 -0.49 16 -0.22 
7 -0.53 17 -0.12 
8 -0.55 18 0.00 
9 -0.5525 - - 
 
A armadura de pré-esforço vai ser tracionada até atingir uma tensão de 768935 kPa, o equivalente a uma 
força de 2000 kN, e a forma parabólica do traçado do cabo vai originar o aparecimento de forças 
equivalentes, apresentadas na Expressão (3.4), com o valor de 27.3 kN/m. Admitiu-se como razoável o 
valor de 40 kN/m para representar o carregamento a que a viga estaria sujeita e que o pré-esforço teria 
de equilibrar, através da ação fictícia das cargas equivalentes. Na Figura3.16 está exibida a deformação 
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incremental a que a viga se encontra sujeita após a aplicação do pré-esforço e a deformação final após 
a introdução do carregamento. 
  
Figura 3.16 – Representação na plataforma Evolution da deformação da viga 
 
O estudo da viga foi realizado tendo em conta dois incrementos de carga em fases diferentes, ficando 
sujeita à ação do pré-esforço numa primeira fase e seguidamente foi ativado o carregamento 
representativo do peso próprio e restantes cargas permanente, atuando as duas solicitações em 
simultâneo. Na Tabela 3.14 apresentam-se as tensões presentes na armadura de pré-esforço 
determinadas através da Lei de Hooke para os dois instantes separadamente e efetua-se a comparação, 
em termos absolutos e percentuais, dos resultados obtidos através do modelo numérico. O deslocamento 
vertical a meio vão foi estimado utilizando o Método da Unidade Fictícia, de forma a considerar a 
deformação devido ao corte. Os resultados apresentados na Tabela 3.15 são representativos da 
fiabilidade do programa, apresentando uma diferença bastante baixa. 
 
Tabela 3.14 – Tensão na armadura de pré-esforço (kPa) 
 Aplicação Pré-Esforço Ações Combinadas 
y Solução Teórica Evolution Desvio % Excel Evolution Desvio % 
-0.5525 768935.02 768935 0.0% 854073 854072 0.0% 
 
Tabela 3.15 – Deslocamento vertical a meio vão (mm) 
Solução Teórica Evolution Desvio % 
-8.94 -8.75 2.10% 
 
Na Tabela 3.16 são apresentadas as tensões normais a cada nível de fibras, alterando a distância ao eixo 
neutro da peça, para o primeiro incremento, em que apenas está a atuar o pré-esforço, e no segundo 
incremento o somatório das tensões presentes na secção transversal. É ainda feita comparação em termos 
percentuais, que após a análise dos dados, permite afirmar que a aproximação é bastante boa, garantindo 
confiança no modelo em estudo. 
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Tabela 3.16 – Tensão no betão (kPa) 
 Aplicação Pré-Esforço Ações Combinadas 
Variação y Solução Teórica Evolution Desvio % Solução Teórica Evolution Desvio % 
0.2625 2492.7 2528 1.4% -5483.3 -5449 0.6% 
0.2125 1422.7 1451 2.0% -5100.3 -5072 0.6% 
0.1625 352.6 374 5.7% -4717.4 -4695 0.5% 
0.1125 -717.4 -702 2.1% -4333.4 -4319 0.3% 
0.0625 -1787.4 -1779 0.5% -3950.4 -3942 0.2% 
0.0125 -2857.5 -2856 0.1% -3566.5 -3565 0.0% 
-0.0375 -3927.5 -3933 0.1% -3183.5 -3188 0.1% 
-0.0875 -4997.6 -5009 0.2% -2800.6 -2812 0.4% 
-0.1375 -6067.6 -6086 0.3% -2416.6 -2435 0.8% 
-0.1875 -7137.7 -7163 0.4% -2033.7 -2058 1.2% 
-0.2375 -8207.7 -8239 0.4% -1649.7 -1681 1.9% 
-0.2875 -9277.8 -9316 0.4% -1266.8 -1305 2.9% 
-0.3375 -10347.8 -10393 0.4% -882.8 -928 4.9% 
-0.3875 -11417.9 -11469 0.4% -499.9 -551 9.3% 
-0.4375 -12487.9 -12546 0.5% -116.9 -175 33.2% 
-0.4875 -13557.9 -13623 0.5% 267.1 202 24.4% 
-0.5375 -14628.0 -14699 0.5% 650.0 579 10.9% 
-0.5875 -15698.0 -15776 0.5% 1034.0 956 7.5% 
-0.6375 -16768.1 -16853 0.5% 1416.9 1332 6.0% 
-0.6875 -17838.1 -17929 0.5% 1800.9 1709 5.1% 
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4 
VALIDAÇÃO DO COMPORTAMENTO DIFERIDO DO 
MATERIAL 
 
4.1. INTRODUÇÃO 
O dimensionamento e a utilização do betão e do aço como material estrutural requer um estudo muito 
cuidado e que não deve ser apenas pontual, mas sim uma análise tendo em vista o tempo de vida útil 
expectável para cada obra especificamente. Esta análise temporal deve-se ao facto de as respetivas 
deformações aumentarem ao longo do tempo, sendo esta evolução responsável por tensões incrementais 
no betão ou por uma diminuição da tensão aplicada às armaduras pré-esforçadas, devido por exemplo à 
fluência, à retração ou à relaxação, que podem colocar em risco a resposta da estrutura. No caso da ação 
da fluência e da retração no betão, se as deformações associadas forem consideráveis podem levar à 
ocorrência de fendilhação, mas podem também ter aspetos benéficos permitindo através da fluência 
reduzir as tensões de tração instaladas no betão (Teixeira, L.L., Luís; Faria, Rui; Azenha, Miguel 
(2012)). 
Torna-se assim importante e interessante verificar a resposta que o modelo em estudo apresenta quando 
deparado com este tipo de análise, sendo feita a verificação do comportamento material quer do aço 
quer do betão ao longo do presente capítulo. 
 
4.2. BETÃO 
4.2.1. FLUÊNCIA 
A fluência é um fenómeno que consiste no aumento progressivo no tempo da deformação instantânea 
de uma peça de betão quando sujeita a uma tensão com carácter permanente (Costa, A., Appleton, J. 
(2002)). Pode ainda ser usada a Figura 4.1 para explicar o fenómeno da fluência. Esta é uma importante 
característica do betão, podendo ter um impacto significativo no comportamento da estrutura em estado 
limite de utilização. Tornando por isso bastante pertinente o seu estudo e devido controlo.  
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Figura 4.1 – Esquema simplificado do funcionamento da fluência (Costa, A., Appleton, J. (2002)) 
 
Segundo o Eurocódigo 2 a fluência está dependente da humidade ambiente, das dimensões do elemento, 
da composição do betão da idade do betão no primeiro carregamento assim como a duração e da 
intensidade da carga, definindo então que a deformação a que a peça ficará sujeita a determinada idade, 
t, é dada por: 
 
εcc(t,t0)= φ(t,t0) . 
σc
Ec
 (4.1) 
 
 
em que o coeficiente de fluência é função do módulo de elasticidade tangente, Ec, que pode ser 
considerado igual a 1.05 Ecm. Seguindo agora o Anexo B do EC2, normativo em Portugal, o coeficiente 
de fluência, φ(t,t0), pode ser calculado da seguinte forma: 
 
φ(t,t0)= φ0 . βc(t,t0) (4.2) 
 
em que 
φ
0
= φ
RH
 . β(fcm) . β(t0) (4.3) 
 
Relativamente ao coeficiente φRH, que tem em conta a humidade relativa pode ser determinado através 
da expressão seguinte: 
 
φ
RH
=1+
1-RH/100
0.1√h0
3
 para fcm≤35 MPa (4.4) 
 
 
φ
RH
=1+ (
1-RH/100
0.1√h0
3
 α1) α2  para fcm≥35 MPa 
(4.5) 
 
onde  
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α1= (
35
fcm
)
0.7
; 
 
(4.6) 
α2= (
35
fcm
)
0.2
; 
 
(4.7) 
h0=
2Ac
u
; (4.8) 
 
Os fatores β(fcm) e β(t0) apenas dependentes, respetivamente, do valor médio da tensão de rotura à 
compressão do betão, em MPa, aos 28 dias e da idade do betão no primeiro carregamento, podendo o 
seu valor ser determinado através das seguintes expressões: 
 
β(fcm)=
16.8
√(fcm)
 (4.9) 
  
β(t0)=
1
0.1+t0
0.20
 (4.10) 
 
O coeficiente βc (t,t0), presente em (4.11), traduz a evolução da fluência no tempo, após o carregamento, 
podendo ser estimado da seguinte forma 
 
β
c
(t,t0)= [
t-t0
β
H
+t-t0
]
0.3
 
(4.11) 
 
A expressão (4.12) permite obter uma estimativa do coeficiente βH, que é dependente da espessura 
equivalente do elemento e da humidade relativa 
 
β
H
=1.5[1+(0.012 RH)18]h0+250 ≤1500 para fcm≤35MPa (4.12) 
 
β
H
=1.5[1+(0.012 RH)18]h0+250α3 ≤1500α3 para fcm>35MPa (4.13) 
 
onde 
 
α3= (
35
fcm
)
0.5
 
(4.14) 
 
Modelação Numérica de Benchmarks para Validação de um Modelo de Análise Estrutural 
 
30 
Variações de temperatura, no intervalo de 0 ºC a 80 ºC, que influenciem a maturidade do betão podem 
ser consideradas através da correção da idade do betão usando a seguinte expressão 
 
tT= ∑ e
-(
4000
273+T(Δti)
-13.65)
.Δti
n
i=1
 
(4.15) 
 
substituindo agora t por tT nas expressões correspondentes. Também a idade do betão à data do 
carregamento pode ser corrigida tendo em conta quer a exposição a variações de temperatura quer às 
alterações inerentes ao uso de diferentes tipos de cimento, atribuindo a cada classe um parâmetro 
característico, α, a aplicar na seguinte expressão 
 
t0=t0,T. (
9
2+t0,T
1.2
+1)
α
≥0.5 
(4.16) 
 
com o valor de α a tomar os valores de -1 caso se trate de um cimento da Classe S, 0 para cimentos da 
Classe N e 1 para cimentos da Classe R. 
Deve ser tido em atenção o valor da tensão de compressão no betão na idade t0, já que, o Eurocódigo 2 
define que caso essa tensão ultrapasse o valor de 0.45 fck (t0) deve ser considerada a não linearidade da 
fluência. A consideração da não linearidade da fluência consiste na substituição do coeficiente φ(t,t0) 
por  φ
nl
(t,t0), sendo este último definido em (4.17). 
 
φ
nl
(t,t0)= φ(t,t0)exp(1.5(kσ-0.45)) (4.17) 
 
O Módulo de Distorção, função do Módulo de Elasticidade e do coeficiente de Poisson (relação entre a 
deformação transversal e a deformação longitudinal), pode ser estimado através da função (4.18): 
 
Gm,28=
Ecm,28
2(1+ν)
 (4.18) 
 
4.2.1.1. VERIFICAÇÃO DA FLUÊNCIA 
Tomando uma viga duplamente encastrada como exemplo de validação, Figura 4.2, foi utilizado o 
software Microsoft Excel para estimar a deformação progressivamente ao longo do tempo devido à 
fluência, comparando posteriormente com os resultados obtidos com o modelo em estudo. 
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Figura 4.2 – Esquema estrutural da peça 
 
Trata-se de uma viga com 10 metros de vão em que é aplicada uma carga vertical a meio vão com o 
valor de 45 kN aos 7 dias e retirada aos 57 dias, com o objetivo de estudar os efeitos da fluência 
conjugados com a aplicação e remoção de carregamento. 
O modelo da viga, Figura 4.3, foi usada em exemplos anteriores, nomeadamente na verificação do peso 
próprio, e apresentou valores satisfatórios quer de tensões quer de deformações, por essa razão foi 
tomada a opção de usar a mesma viga, estando assim em condições de lidar apenas com os problemas 
oriundos da modelação do comportamento da fluência. Neste exemplo as fibras foram estudadas com 
recurso à funcionalidade TIMOSHENKO, admitido que o seu comportamento era do tipo 
ELASTICLINEAR e foi ativada paralelamente a funcionalidade CREEP, de forma ao modelo 
considerar o efeito da fluência. 
Optou-se por usar uma escala logarítmica para a evolução temporal uma vez que o efeito da fluência de 
faz sentir particularmente nas primeiras idades. 
 
 
Figura 4.3 – Esquema da modelação utilizada no estudo da fluência 
 
A viga foi modelada com betão C25/30, cujas características resistentes, entre outras importantes para 
o estudo em causa, estão devidamente explanadas no Quadro 3.1 do EC2. 
Fazendo uso do Método da Unidade Fictícia de Carga, tendo em conta quer o diagrama de momentos 
fletores quer o diagrama de esforço transverso, a deformação inicial devida unicamente ao carregamento 
é dada pela expressão (4.19) e (4.20). 
 
δ= ∫
MM̅
EI
10
0
 dx + ∫
VV̅
GA
*
10
0
 dx (4.19) 
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Em que M e V representam os diagramas de momentos e esforço transverso a que a viga está sujeita 
devido unicamente à aplicação da carga de 1000kN a meio vão e, consequentemente, ?̅? e ?̅? representam 
os diagramas de momento e esforço transverso decorrentes da aplicação de uma carga unitária no ponto 
onde se pretende determinar a deformada da viga. De salientar que o valor da deformação toma o mesmo 
valor mas de sinal inverso aquando da remoção do carregamento. Posto isto, o resultado obtido é o 
exposto na equação (4.20). 
 
δ=
234.375
3EI
+
112.5
GA
*
=0.00722 m (4.20) 
 
Sabendo a deformação imposta pelo carregamento é possível estimar a variação da deformação devido 
à fluência até à idade de 30 anos pela metodologia recomendada no EC2, idade a partir da qual se 
considera que a fluência já não produz efeitos significativos, obtendo assim uma estimativa do aumento 
da deformação devido aos efeitos diferidos da fluência. 
Após a obtenção de resultados pelo modelo numérico e pelo método do EC2 é possível então comparar 
a evolução da deformação, Figura 4.4. 
 
Figura 4.4 – Variação da deformação devido aos efeitos da fluência 
 
Pode-se se afirmar então que os resultados obtidos pelo programa Evolution e pela solução teórica são 
bastante aproximados e conferem segurança ao utilizador, convergindo para uma diferença percentual 
de cerca de 4% a partir dos 57 dias, salientando que no período anterior a diferença percentual se 
encontra na ordem de 1% o que é bastante bom. 
De notar que na modelação da lei constitutiva CREEP a partir do momento que se define uma idade 
inicial t0, os incrementos temporais de análise devem ser em função dessa idade inicial. Concretamente 
quando se define como caso de estudo um incremento temporal 14 dias, onde a idade inicial de 
carregamento foram 7 dias, efetivamente a peça está a ser estudada para a idade de 21 dias. Esta simples 
discrepância pode conduzir a erros da ordem dos 35 %. 
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4.2.2. RETRAÇÃO 
A retração consiste na diminuição da dimensão de uma peça de betão na ausência de variações de 
temperatura e de tensões aplicadas. Este fenómeno é originado pela variação de volume da pasta de 
cimento devida essencialmente à evaporação da água de amassadura do betão e às reações de hidratação 
das partículas de cimento ou carbonatação do betão (Costa, A., Appleton, J., 2002). A Figura 4.5 permite 
uma melhor perceção do fenómeno da retração. 
 
Figura 4.5 – Representação simplificada do funcionamento da retração (Costa, A., Appleton, J., (2002)) 
 
O EC2 refere que a retração de uma peça de betão está dependente da humidade ambiente, das dimensões 
do elemento e da composição do betão, podendo a extensão total de retração ser dividida em duas 
parcelas, nomeadamente a extensão de retração por secagem e a extensão de retração autogénea. 
A retração autogénea desenvolve-se, na sua maior parte, nos primeiros dias uma vez que depende do 
endurecimento do betão e pode ser obtida da seguinte forma: 
 
εca(t)=βas(t)εca(∞) (4.21) 
 
onde 
 
εca(∞) = 2.5(fck-10)10
-6
  (4.22) 
 
e 
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β
as
(t)=1-exp(-0.2t0.5) (4.23) 
 
A evolução com o tempo da extensão de retração por secagem é estimada a partir da Equação (4.24) 
 
εcd(t)= βds(t, ts) . kh . εcd,0 (4.24) 
em que kh é um coeficiente que depende da espessura equivalente (h0) de acordo com a Tabela 4.1, e o 
coeficiente βds(t,ts) pode ser estimado pela Equação (4.25). 
Tabela 4.1 – Variação do valor de kh em função da espessura equivalente 
h0 kh 
100 1.0 
200 0.85 
300 0.75 
≥500 0.70 
 
β
ds
(t, ts)= 
(t-ts)
(t-ts)+0.04 √h0
3
 (4.25) 
 
relativamente ao valor da extensão de retração por secagem de referência, εcd,0, o Anexo B do EC2 
apresenta a Equação (4.26) para estimar o seu valor. 
 
εcd,0=0.85 [(220+110 .  αds1). exp (-αds2 .
fcm
fcmo
)]  . 10-6 . β
RH
 (4.26) 
 
onde fcm0 assume o valor de 10 MPa e os coeficientes αds1 e αds2 dependem do tipo de cimento usado, 
assumindo os valores indicados na Tabela 4.2. 
Tabela 4.2 – Valor dos coeficientes αds em função do tipo de cimento 
Cimento αds1 αds2 
S 3 0.13 
N 4 0.12 
R 6 0.11 
 
sendo ainda 
 
β
RH
=1.55 [1 - (
RH
RH0
)
3
] 
(4.27) 
 
com RH0 a assumir o valor de 100%. 
 
4.2.2.1. VERIFICAÇÃO DA RETRAÇÃO SEM IMPEDIMENTO DE DEFORMAÇÕES 
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Para efetuar a verificação da fiabilidade do modelo no estudo da retração foi modelada uma viga em 
tudo idêntica à da viga usada no estudo da fluência tendo como única diferença a ausência de 
carregamento e a viga encontra-se simplesmente apoiada para permitir a deformação livre devido aos 
efeitos unicamente da retração, Figura 4.6, cujo estudo foi permitido através da ativação da 
funcionalidade SHRINKAGE de forma análoga ao efetuado no estudo da fluência. 
 
Figura 4.6 – Deformação apresentada pela plataforma Evolution para uma viga sujeita à retração 
 
Na Tabela 4.3 são apresentadas as extensões esperadas para a retração por secagem, autogénea e a soma 
de ambas pelo método recomendado pelo EC2 
Tabela 4.3 – Extensões devido à retração segundo o EC2 
t ecd(t) eca(t) ecs(t) 
0.00 0 0 0 
21.39 -9.41504E-05 -2.26288E-05 -0.000116779 
42 -0.000149711 -2.73618E-05 -0.000177073 
85 -0.000212375 -3.16026E-05 -0.000243977 
171 -0.000268585 -3.47591E-05 -0.000303344 
342 -0.00030955 -3.65726E-05 -0.000346123 
684 -0.000335106 -3.72997E-05 -0.000372406 
1368 -0.000349534 -3.74771E-05 -0.000387011 
2737 -0.000357224 -3.74989E-05 -0.000394723 
5475 -0.000361198 -3.75E-05 -0.000398698 
10950 -0.000363218 -3.75E-05 -0.000400718 
 
Após a obtenção da extensão total de retração expectável pela Equação (4.28) consegue-se estimar qual 
o encurtamento da peça e seguidamente comparar com encurtamento extraído do modelo numérico, 
apresentando na Figura 4.7 o gráfico comparativo da evolução ao longo do tempo da variação das 
extensões na peça. 
 
ε=
ΔL
L
⇔  ΔL=ε . L (4.28) 
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Figura 4.7 – Comparação entre o encurtamento devido à retração calculada pelo EC2 e pela plataforma 
Evolution 
 
Relativamente aos resultados apresentados resta dizer que a convergência é clara, apresentando valores 
praticamente coincidentes, estando o desvio percentual sempre abaixo de 0.01%. 
 
4.2.2.1. VERIFICAÇÃO DA RETRAÇÃO COM IMPEDIMENTO DE DEFORMAÇÕES 
Este exemplo de aplicação é uma variação do exemplo anterior, pretendendo agora através do bloqueio 
do deslocamento no eixo da barra estudar as tensões originadas na viga unicamente pelos efeitos da 
retração. No exemplo anterior foram calculadas pelo método do EC2 as extensões expectáveis devido à 
retração, Tabela 4.3, podendo agora extrapolar as tensões que essas deformações provocariam na peça 
caso estivesse fixa em ambas as extremidades. A lei de Hooke permite o relacionamento das tensões 
com extensões através da seguinte expressão: 
 
σ= ε . E (4.29) 
 
Após a aplicação da expressão (4.29) às extensões calculadas no exemplo anterior compararam-se os 
resultados das tensões obtidos no modelo. A Figura 4.8 mostra claramente que os resultados são 
praticamente coincidentes, estando o seu desvio percentual abaixo de 0.01%. Pode-se concluir portanto 
que a resposta do programa foi bastante satisfatória e os seus resultados de grande confiança. 
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Figura 4.8 – Comparação entre a retração calculada pelo EC2 e pelo modelo numérico 
 
4.3. AÇO 
4.3.1. RELAXAÇÃO 
A perda devida à relaxação é definida no EC2 como a relação, em percentagem, entre a variação da 
tensão de pré-esforço em determinado instante em relação à tensão inicial de pré-esforço e pode ser 
determinada para um qualquer instante t, em horas, após a aplicação do pré-esforço utilizando uma das 
expressões (4.30), (4.31) ou (4.32), que correspondem, respetivamente, à classe 1, 2 e 3 de relaxação 
definidas no EC2. Essas classes indicam o comportamento do aço em relação à relaxação, constituindo 
a primeira classe os cordões e fios com relaxação normal, na segunda classe estão agrupados os cordões 
e fios com relaxação baixa, e por fim, na terceira classe estão incorporadas as barras laminadas a quente 
e com tratamento complementar. 
 
Δσpr
σpi
=5.39* ρ
1000
*e6.7μ (
t
1000
)
0.75(1-μ)
*10
-5
 (4.30) 
 
Δσpr
σpi
=0.66* ρ
1000
*e9.1μ (
t
1000
)
0.75(1-μ)
*10
-5
 (4.31) 
 
Δσpr
σpi
=1.98* ρ
1000
*e8μ (
t
1000
)
0.75(1-μ)
*10
-5
 (4.32) 
 
onde Δσpr representa o valor absoluto das perdas de pré-esforço devido à relaxação e σpi é o valor da 
tensão inicial aplicada na armadura de pré-esforço. O valor de μ é obtido através do coeficiente σpi/fpk, 
onde fpk é o valor característico da resistência à tração do aço de pré-esforço. O cálculo das perdas devido 
à relaxação do aço de pré-esforço deverá basear-se no valor de ρ
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(em percentagem da tensão inicial) 1000 horas após a aplicação do pré-esforço a uma temperatura média 
de 20ºC, sendo obtida para uma tensão inicial de 0.7fpk. Os valores a longo prazo das perdas devidas à 
relaxação poderão ser estimados para um tempo t igual a 500 000 h. 
No Anexo D do EC2 está ainda definida a metodologia a utilizar para o cálculo das perdas no pré-esforço 
devido à relaxação quando existem incrementos de tensão aplicados no aço de pré-esforço. Este método 
é baseado no princípio do tempo equivalente, te, obtendo-se o seu valor a partir da resolução de uma das 
Equações (4.30), (4.31) ou (4.32), conforme a classe em estudo, em ordem a t. Por simplificação, uma 
vez que este princípio se aplica a qualquer uma das 3 classes, resolveu-se a Equação (4.31) em ordem a 
t, obtendo a Equação (4.33). 
 
te=1000
0.75(1-μ)√
∑ Δσpr,j
i-1
j=0
(Δσp,i + ∑ Δσp,j)*10
-5*0.66*ρ
1000
*e9.10-μi-1j=0
 (4.33) 
 
onde Δσp,i é o incremento de tensão no aço de pré-esforço no instante i, ∑ Δσp,j
i-1
j=0  é o somatório de todos 
os incrementos de tensão aplicados ao aço de pré-esforço, e por último, ∑ Δσpr,j
i-1
j=0  é o somatório de 
todas as perdas por relaxação determinadas até ao instante ti-1. O valor de μ nestas condições passa a ser 
determinado pela expressão (4.34). 
 
μ=
∑ Δσpr,j
i-1
j=0
(Δσp,i + ∑ Δσp,j)
i-1
j=0
 (4.34) 
 
O tempo te é determinado para que substituindo t pelo valor de te + Δti na equação relativa à classe em 
estudo, se torne possível determinar o somatório de todos os incrementos de tensão aplicados ao aço de 
pré-esforço. Δσpr,j é o somatório de todos os incrementos de tensão aplicados ao aço de pré-esforço. A 
utilização deste método prevê que as perdas por relaxação calculadas num determinado instante sejam 
iguais ao somatório das perdas determinadas para uma tensão inicial igual ao somatório dos incrementos 
de tensão aplicados no aço de pré-esforço. 
 
4.3.1.1. VERIFICAÇÃO DA RELAXAÇÃO 
Para verificar a resposta do programa relativamente ao estudo do comportamento da relaxação modelou-
se uma viga de betão pré-esforçado recorrendo à técnica de pré-tensão. Trata-se de uma viga 
simplesmente apoiada de 10 metros de vão, simulando o uso de um betão com um módulo de 
elasticidade de 38 GPa – classe C55/67 segundo o EC2 – e uma armadura de pré-esforço com uma 
tensão característica de resistência à tração de 1860 MPa, admitindo o seu comportamento é de classe 
2, ou seja, com baixa relaxação. A secção transversal é retangular com uma área de 0.5 m2 (0.5x1) e 
inércia no eixo horizontal no valor de 0.04167 m4, existindo um cabo de pré-esforço embebido no seu 
interior com uma área de 9 cm2. Para a modelação dos elementos constituintes da secção transversal 
utilizaram-se 50 fibras do tipo TIMOSHENKO e apenas 1 fibra EMBEDDEDCABLE para simular, 
respetivamente, os elementos de betão e os elementos de aço. O cabo assume um traçado parabólico, 
como mostra a Figura 4.9, atingindo uma flecha de 0.35 m a meio vão. É de realçar que apenas por se 
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tratar de um exemplo teórico se pode estudar um cabo parabólico sujeito a pré-tensão, o que na realidade 
é impraticável, já que não é possível assegurar o traçado parabólico antes da betonagem. 
 
Figura 4.9 – Modelação de uma viga com pré-esforço parabólico 
 
A discretização da peça realizou-se utilizando 10 elementos do tipo BEAMFIBRE, cada um desses 
elementos tem um desenvolvimento de 1 metro e é constituído por 3 nós e 2 pontos de Gauss para 
proceder a uma interpolação adequada. 
Foi exercida uma força de 1260 kN na armadura de pré-esforço, que corresponde a uma tensão de 1400 
MPa, mas como a técnica de pré-esforço utilizada foi a pré-tensão (APPLIEDSTRESS), que acarta 
perdas instantâneas devido à deformação elástica do betão, sendo que a tensão que efetivamente ficou 
instalada no cabo de pré-esforço foi de 1366.26 MPa, ou seja, a deformação elástica do betão provocou 
uma perda 33.74 MPa. A determinação destes resultados foi obtida recorrendo à Lei de Hooke, onde 
através do cálculo da tensão normal é possível determinar a extensão na peça de betão e a consequente 
extensão na armadura de pré-esforço, uma vez que a armadura é considerada aderente à viga, que 
provoca o decréscimo de tensão no cabo. Comparativamente com os resultados obtidos pela plataforma 
Evolution a diferença percentual é de apenas 0.04%, praticamente coincidentes, apresentando uma 
tensão inicial após perdas por deformação elástica de 1366.84 MPa. A partir deste momento todas as 
perdas apresentadas devem-se unicamente à relaxação da armadura de pré-esforço uma vez que não se 
introduziram os efeitos diferidos no betão. 
Para tornar o exemplo mais interessante realizou-se um incremento de tensão ao final de 7 dias após a 
primeira aplicação de tensão, do mesmo tipo – APPLIEDSTRESS – no valor de 90 kN, o correspondente 
a 100 MPa, verificando continuamente a evolução da tensão na armadura. 
Na Figura 4.10 é demonstrada a evolução, e comparação, da tensão no cabo de pré-esforço ao longo do 
tempo até um período de aproximadamente 27 anos (240000 horas), e é clara a convergência dos 
resultados ao longo de todo o período estudado, sendo possível concluir que esta funcionalidade está a 
funcionar plenamente e transmite grande confiança. 
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Figura 4.10 – Comparação das perdas por relaxação ao longo do tempo obtidas pelos dois métodos 
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5 
VALIDAÇÃO DE FUNCIONALIDADES 
 
5.1. INTRODUÇÃO 
Este capítulo tem como objetivo a verificação e consequente constituição de benchmarks de algumas 
funcionalidades particulares da plataforma Evolution. Pretende-se estudar ao longo deste capítulo dois 
casos da bibliografia, nomeadamente uma viga com secção variável e uma viga helicoidal, e validar a 
resposta do modelo. É ainda objetivo deste capítulo o estudo da funcionalidade On/Off que permite ao 
utilizador decidir em que instante determinado elemento ou fibra entra, ou termina, o funcionamento. 
 
5.2. SECÇÃO VARIÁVEL 
Neste exemplo pretende-se verificar a validade dos resultados obtidos através da formulação de viga 
Timoshenko no estudo de uma peça de secção variável. Oñate, E. (1995) apresenta um problema em 
que é estudada uma consola com uma variação exponencial da secção sujeita a uma carga pontual na 
direção do eixo da barra na extremidade livre. Sabendo que a variação da secção é dada por A=A0*e
-x/L, 
Oñate, E. (1995) determina a solução exata do problema recorrendo às expressões (5.1), (5.2) e (5.3). 
 
σ=
F
A
=
F
A0
ex/L  (5.1) 
 
ε=
σ
E
=
F
EA0
ex/L (5.2) 
 
u(L)= ∫ ε
L
0
dx= ∫
F
EA0
ex/L
L
0
 dx=
FL
EA0
(e-1)=1.71828
FL
EA0
 (5.3) 
 
Para tornar possível a análise da estrutura na plataforma foram atribuídos valores às incógnitas, tornando 
assim a formulação geral numa formulação específica. Considerou-se uma consola com a mesma 
variação exponencial de secção admitindo que A0 (área da viga na secção de encastramento) assume o 
valor de 0.16 (0.4x0.4) m2, com uma carga aplicada, F, com valor de 250 kN e com um comprimento, 
L, de 3 metros. Relativamente ao material especificou-se que o módulo de elasticidade teria o valor de 
31 GPa. Posto isto, na Tabela 5.1 está apresentada a solução teórica para as tensões normais e extensões 
na zona do encastramento, e os deslocamentos no final da consola. 
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Tabela 5.1 – Solução teórica da consola de secção variável (Oñate, E. (1995)) 
 Tensões (kPa) Extensões (%) Deslocamentos (m) 
Solução Exata 1562.5 0.005% 0.0026 
 
Para a resolução deste problema pelo método dos elementos finitos (Oñate, E. (1995)) procede à 
modelação da viga de três formas diferentes, num primeiro estudo considera apenas um elemento de 
barra Timoshenko, no segundo teste discretiza a viga recorrendo a dois elementos e por final faz uso de 
três elementos do tipo Timoshenko. Em todas estas opções é feita a simplificação de considerar que em 
cada elemento a área da secção transversal é constante, como é visível na Figura 5.1. 
 
Figura 5.1 – Modelação das soluções propostas por Oñate, E. (1995) 
 
Após o recurso ao modelo númerico os resultados e os respetivos desvios em percentagem são 
apresentados na Tabela 5.2. Com base nos resultados obtidos é possível afirmar que a resposta do 
programa foi bastante boa uma vez que na opção com 3 elementos o desvio é menor que 1 % nos 
deslocamentos.  
Tabela 5.2 – Resultados obtidos para cada uma das soluções propostas por Oñate, E. (1995) 
 Desl. (mm) Desvio % Tensões (kPa) Desvio % Extensões % Desvio % 
1E 0.52 50.06% 2601.5 39.9% 0.008% 39.9% 
2E 0.265 1.84% 2040.8 23.4% 0.007% 23.4% 
3E 0.262 0.88% 1826.2 14.4% 0.006% 14.4% 
 
A modelação efetuada não corresponde às reais capacidades de simulação do programa. É possível ainda 
proceder a uma discretização mais precisa da peça em estudo, como mostra a Figura 5.2, obtendo 
resultados mais aproximados, não no caso das deformações mas para os valores de tensões. 
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Figura 5.2 – Solução mais aproximada da secção real 
 
Após a modelação da peça apresentada na Figura 5.2 foram obtidos os resultados apresentados na Tabela 
5.3, onde como esperado, as diferenças nos valores dos deslocamentos são residuais. Em relação às 
tensões normais, e consequentemente as extensões, o desvio percentual é inversamente proporcional ao 
detalhe da discretização, podendo esse facto ser observado na constante redução do desvio com o 
aumento da pormenorização da secção transversal. 
Tabela 5.3 – Resultados obtidos para a modelação 3E3N 
 Desl. (mm) Desvio % Tensões (kPa) Desvio % Extensões % Desvio % 
3E3N 0.262 0.73% 1666.5 6.24% 0.005% 6.24% 
 
5.3. ON/OFF 
A plataforma Evolution permite ao seu utilizador total controlo sobre os elementos que constituem a 
estrutura em estudo, permitindo assim especificar em que instante um elemento entra em funcionamento 
ou pelo contrário até que ponto esse elemento fornece apoio à estrutura principal. Esta funcionalidade 
torna-se, por exemplo, bastante útil no estudo de uma viga encastrada que numa fase inicial se encontra 
escorada na extremidade livre. A funcionalidade On/Off está embutida no programa de raiz permitindo 
o controlo de qualquer elemento que seja modelado, desde a mais simples fibra até uma barra completa 
e até mesmo apoios e carregamentos. Os exemplos seguintes tem como objetivo validar esta 
funcionalidade. 
 
5.3.1. ON/OFF DE PARTE DA SECÇÃO 
Este exemplo tem como objetivo verificar o comportamento de uma viga de betão encastrada sujeita a 
uma carga pontual de 1000 kN na direção do seu eixo longitudinal, cuja secção transversal fica reduzida 
a metade num determinado momento, posterior ao carregamento. Para isso modelou-se uma viga cujas 
fibras pertencem à classe TIMOSHENKO, com uma secção quadrada de 1x1 m2 dividida em 100 fibras 
com 0.1x0.1 m2. A viga tem um comprimento de 10 metros e foi feita uma divisão da mesma em 10 
elementos como mostra a Figura 5.3, contando cada um desses elementos com 2 nós e 2 pontos de 
Gauss. Este exemplo tem como objetivo verificar se as tensões, presentes quando a viga é carregada 
com a secção inteira, migram corretamente para a secção remanescente quando se desligam metade das 
fibras. 
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Figura 5.3 – Modelação efetuada para verificação da funcionalidade ON/OFF 
 
A aplicação de uma carga pontual com o sentido indicado na Figura 5.3 vai fazer com que surjam apenas 
esforços de compressão nas fibras, com o valor de 1 MPa. 
A partir do momento em que metade das fibras são desligadas a peça fica sujeita, na sua extremidade, 
com uma carga excêntrica. Esta excentricidade pode ser representada de uma forma mais simples, como 
mostra a Figura 5.4, através da translação da carga até ao centro da secção transversal e aplicação de um 
momento fletor correspondente à multiplicação da carga concentrada pela excentricidade.  
 
Figura 5.4 – Representação feita pela plataforma Evolution após desligar metade da secção 
 
Procedeu-se ao cálculo das tensões normais em cada um dos 5 níveis de fibras restantes, obtendo os 
resultados apresentados na Tabela 5.4, comparando-os com os resultados obtidos na plataforma 
Evolution.  
Tabela 5.4 – Tensão normal na secção transversal 
Variação y Solução Teórica Evolution Desvio % 
0.2 -6800 -7000 2.86% 
0.1 -4400 -4500 2.22% 
0 -2000 -2000 0.00% 
-0.1 400 500 20.00% 
-0.2 2800 3000 6.67% 
 
A comparação de resultados não demonstra claramente uma convergência, apresentando diferenças 
percentuais bastante díspares. A explicação para este fenómeno deve-se ao reduzido número de fibras 
disponíveis para a discretização da secção na direção horizontal a partir do momento em que metade das 
fibras são desligadas, conduzindo a um erro de 4% no cálculo da inércia nessa direção. Substituindo a 
inércia de cálculo pela utilizada pelo modelo numérico os resultados obtidos são idênticos aos teóricos. 
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É possível dizer então que caso seja feita uma discretização adequada da secção transversal os resultados 
apresentados pelo programa em estudo conferem bastante confiança. 
 
5.3.2. ON/OFF DE UM APOIO 
Neste segundo exemplo de verificação da funcionalidade ON/OFF pretende-se estudar o comportamento 
de uma viga de 8 metros com apoios duplos nas extremidades, que na fase inicial do seu tempo útil de 
vida se encontra escorada a meio vão sendo que esse escoramento é retirado numa fase posterior. Este 
escoramento, por simplificação, admitiu-se que o seu funcionamento seria o equivalente a um apoio 
duplo a meio vão, permitindo a transmissão de momentos e esforço transverso entre os tramos da viga, 
assim aquando da sua remoção a viga passará a ter o comportamento de uma viga de um só tramo – 
como mostra a Figura 5.5. 
 
Figura 5.5 – Deformação apresentada pela viga antes e depois de desligar o apoio a meio vão 
 
Para o estudo desta peça foi feita uma análise elástica linear, recorrendo à classe ELASTICLINEAR, e 
modelando a secção transversal usando uma secção quadrada com 0.5x0.5 m2 divida em 100 fibras da 
classe TIMOSHENKO idêntica à usada no exemplo anterior. Foram usados 8 elementos de viga com 3 
nós e 2 pontos de Gauss por elemento. Relativamente ao carregamento optou-se por duas cargas pontuais 
de 50 kN cada a meio de cada tramo. O material foi definido como sendo um betão C20/25, seguindo 
as características expostas no EC2, nomeadamente a mais importante para este estudo é o módulo de 
elasticidade que assume o valor de 30 GPa. Foi ainda considerado um valor de 0.2 para o coeficiente de 
Poisson. 
Utilizando a ferramenta Microsoft Excel procedeu-se ao cálculo das tensões normais, recorrendo à 
expressão (3.1), em 3 pontos essenciais, no meio vão de cada tramo e no apoio interior. Foram ainda 
calculadas as flechas nesses mesmos pontos e as reações existentes nos apoios. Estes esforços foram 
determinados para ambos os casos, apresentando na Tabela 5.5 e na Tabela 5.6 os resultados obtidos e 
a respetiva comparação. 
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Tabela 5.5 – Comparação das tensões com apoio (kPa) 
 Solução Teórica Evolution  
Variação y (m) 1/4 Vão 1/2 Vão 1/4 Vão 1/2 Vão Desvio % 
-0.225 -1350 1620 -1300 1560 3.7% 
-0.175 -1050 1260 -1011 1213 3.7% 
-0.125 -750 900 -722 867 3.7% 
-0.075 -450 540 -433 519 3.8% 
-0.025 -150 180 -144 173 4.0% 
0.025 150 -180 144 -173 4.0% 
0.075 450 -540 433 -519 3.8% 
0.125 750 -900 722 -867 3.7% 
0.175 1050 -1260 1011 -1213 3.7% 
0.225 1350 -1620 1300 -1560 3.7% 
 
Tabela 5.6 – Comparação das tensões sem apoio (kPa) 
  Solução teórica Evolution   
Variação y (m) 1/4 Vão 1/2 Vão 1/4 Vão 1/2 Vão Desvio % 
-0.225 -4320 -4320 -4364 -4364 1.0% 
-0.175 -3360 -3360 -3394 -3394 1.0% 
-0.125 -2400 -2400 -2424 -2424 1.0% 
-0.075 -1440 -1440 -1455 -1455 1.0% 
-0.025 -480 -480 -485 -485 1.0% 
0.025 480 480 485 485 1.0% 
0.075 1440 1440 1455 1455 1.0% 
0.125 2400 2400 2424 2424 1.0% 
0.175 3360 3360 3394 3394 1.0% 
0.225 4320 4320 4364 4364 1.0% 
 
Na Tabela 5.7 e na Tabela 5.8 apresentam-se os resultados obtidos através do programa para as 
deformações em estudo. 
Tabela 5.7 – Deformação vertical expectável 
Com Apoio Sem Apoio 
1/4 Vão 1/2 Vão 1/4 Vão 1/2 Vão 
-0.000209 0 -0.00345 -0.00473173 
 
Tabela 5.8 – Deformação vertical apresentada pela plataforma Evolution (m) 
Com Apoio Sem Apoio 
1/4 Vão 1/2 Vão 1/4 Vão 1/2 Vão 
-0.00021 0 -0.00349 -0.00478 
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A Tabela 5.9 apresenta a comparação em termos percentuais dos resultados obtidos relativamente às 
deformações. Os resultados são bastantes satisfatórios no que diz respeito às deformações verticais da 
peça antes e após a libertação do apoio, localizando-se a sua diferença percentual na ordem da unidade 
percentual e fazendo-se notar apenas da décima do milímetro. Relativamente às tensões, antes da 
libertação do apoio a meio vão as tensões tem uma diferença percentual significativa, mas apesar disso 
encontram-se bastante próximas nos valores absolutos, não sendo por isso um sinal de alarme ou de mal 
funcionamento do programa em estudo. Após a libertação do apoio as tensões convergem novamente 
para uma diferença percentual de apenas 1 % o que é representativo da fiabilidade do modelo numérico. 
Tabela 5.9 – Desvio percentual entre os resultados expectáveis e os obtidos 
Flecha 
Com Apoio Sem Apoio 
1/4 Vão 1/2 Vão 1/4 Vão 1/2 Vão 
1.3% 0.0% 1.0% 1.0% 
 
5.3.3. ON/OFF DE UM ELEMENTO DA VIGA 
Relativamente à funcionalidade ON/OFF verificou-se por último um terceiro exemplo em que o objetivo 
passa por estudar uma viga em que num determinado momento uma parte dessa mesma viga é desligado, 
dando origem a duas vigas com comportamento totalmente independente, como mostra a Figura 5.6. 
Figura 5.6 – Demonstração do comportamento da funcionalidade ON/OFF 
 
Optou-se por uma secção quadrada para a viga em estudo, sendo feita a discretização da mesma 
recorrendo apenas a 10 fibras horizontais do tipo TIMOSHENKO. A área da secção é de 1x1 m2, e foi 
admitido o valor de 1 GPa como módulo de elasticidade. A viga está encastrada em ambas as 
extremidades e possui um vão de 10 metros. Neste exemplo, visto o objetivo principal de estudo serem 
as deformações apresentadas antes e após o recurso à funcionalidade ON/OFF na modelação dos 
elementos de barra foi utilizado um modelo mais simples, que como já demonstrado em capítulos 
anteriores, apresenta resultados bastante satisfatórios. Posto isto, a modelação realizada nesses mesmos 
elementos recorreu apenas a 2 nós e um ponto de Gauss por elemento, e cada um destes elementos tem 
a dimensão de 1 metro.  
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Sujeitou-se a viga a um carregamento composto unicamente por uma carga pontual com o valor de 
100 kN, deslocada 1 metro do centro, encontrando-se a 4 metros do encastramento, como mostra a  
Após a resolução da estrutura, determinando os diagramas de esforços transversos e de momentos, 
recorreu-se ao Método da Unidade Fictícia de Carga para assim determinar o deslocamento vertical 
expectável no ponto de aplicação da carga nos dois instantes distintos em que a viga assume um 
comportamento duplamente encastrado e seguidamente toma o comportamento de uma consola, após 
desligar 2 elementos. Chegou-se então à conclusão que o valor da deformação seria dado pela expressão 
seguinte. 
 
δ=
460.8
EI
+
242.30
GA
*
 (5.4) 
 
onde a inércia assume o valor de 1/12 m4 e a área de corte toma o valor de 5/6 do valor da área. Os 
resultados obtidos pela Expressão (5.4) estão apresentados na Tabela 5.10. 
Tabela 5.10 – Deslocamentos Verticais (em mm) no Ponto de Aplicação da Carga – UFC  
Deslocamento 
Duplamente Encastrada 
Deslocamento 
Consola 
-6.23 -26.75 
 
Apresentando e comparando, na Tabela 5.11, é possível verificar que os resultados são bastante 
aproximados e as diferenças apresentadas não são particularmente relevantes. Salienta-se que no caso 
em que a diferença percentual é maior, caso em que a viga se encontra duplamente encastrada, a 
diferença em absoluto é de apenas 0.19 milímetros. 
Tabela 5.11 – Deslocamentos Verticais (em mm) no Ponto de Aplicação da Carga – Evolution 
 Deslocamento Desvio % 
Duplamente 
Encastrada 
-6.04 3.03% 
Consola -26.61 0.54% 
 
É esperado que na primeira fase a peça apresente tensões mais reduzidas e com os esforços de tração 
localizados na zona inferior da secção transversal a meio vão, posteriormente, devido à alteração 
experimentada, é expectável que o estado de tensão sofra variações bastante significativas, estando a 
peça sujeita a tensões maiores em módulo, e ainda, a mudança de carácter das tensões, encontrando-se 
a zona superior da secção sujeita a esforços de tração. 
Recorrendo uma vez mais à variação da Lei de Hooke foram determinadas as tensões esperadas por cada 
nível de fibras, sendo apresentados e comparados em termos de desvio percentual os resultados na 
Tabela 5.12. 
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Tabela 5.12 – Comparação das tensões normais 
 Duplamente Encastrada Consola 
Variação y Solução Teórica Evolution Desvio % Solução Teórica Evolution Desvio % 
0.45 -622.08 -610 1.94% 1080 1049.3 2.84% 
0.35 -483.84 -475 1.83% 840 815.4 2.93% 
0.25 -345.6 -339 1.91% 600 582.6 2.90% 
0.15 -207.36 -203 2.10% 360 349.8 2.83% 
0.05 -69.12 -67.8 1.91% 120 116.92 2.57% 
-0.05 69.12 67.8 1.91% -120 -116.92 2.57% 
-0.15 207.36 203 2.10% -360 -349.8 2.83% 
-0.25 345.6 339 1.91% -600 -582.6 2.90% 
-0.35 483.84 475 1.83% -840 -815.4 2.93% 
-0.45 622.08 610 1.94% -1080 -1049.3 2.84% 
 
As deformações e tensões apresentadas para cada um dos instantes em estudo correspondem ao esperado 
e apresentam uma aproximação bastante satisfatória. Esta funcionalidade é uma grande mais-valia do 
programa na modelação de estruturas evolutivas. Existe um ligeiro desvio percentual mas não 
impeditivo do uso, uma vez que globalmente e em módulo os resultados são bastante aproximados. Deve 
ainda salientar-se que a modelação da secção, o número de elementos usados para discretizar a peça e 
ainda os pontos de Gauss escolhidos para realizar a interpolação são de grande importância e devem ser 
escolhidos cuidadosamente, uma vez que podem conduzir a diferenças percentuais bastante 
significativas. 
 
5.4. VIGA HELICOIDAL 
Oñate, E. (1995) realizou o estudo de uma viga helicoidal com o objetivo de provar a convergência dos 
resultados comparando os valores obtidos para várias modelações. A discretização feita por Oñate, E. 
(1995) comporta a combinação de duas variáveis, nomeadamente o número de elementos utilizados e o 
número de nós utilizados por elemento. A viga foi assim discretizada recorrendo a 4 formas diferentes 
recorrendo a 2, 8, 16 e 32 elementos, e em cada uma dessas variações do número de elementos foram 
utilizados 2, 3, 4, 5 e 6 nós por elemento, comparando posteriormente os resultados. O autor desta 
dissertação tomou como opção para a verificação do modelo a discretização da peça em 32 elementos 
com 3 nós em cada um desses elementos, solução essa que no estudo dos resultados apresentados por 
Oñate, E. (1995) conduziu aos valores a partir dos quais existe convergência. 
Trata-se de uma viga duplamente encastrada sujeita apenas ao peso próprio com o valor 25 kN/m3 e com 
um módulo de elasticidade de 210 GPa. O seu módulo de distorção assume o valor de 70 GPa devido 
ao valor do coeficiente de Poisson especificado na bibliografia ser 0.5. A secção transversal da viga tem 
as dimensões de 0.4x0.6 m2 e a sua discretização foi feita com recurso a 36 fibras do tipo 
TIMOSHENKO com as dimensões de 0.1x0.1 m2 cada uma dessas fibras. A Figura 5.7 mostra o 
desenvolvimento da viga em altura e em planta. Em planta a viga assume um raio de 1.5 m e completa 
uma rotação de 240º enquanto em altura atinge o valor máximo de 2𝜋. 
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Figura 5.7 – Modelação de uma viga helicoidal 
 
Na Tabela 5.13 estão apresentados os resultados obtidos através da modelação efetuada para o valor do 
deslocamento vertical a meio vão e para o valor da reação vertical no topo da viga. 
Tabela 5.13 – Resultados obtidos na plataforma Evolution 
Deslocamento Vertical (mm) Reação Vertical (kN) 
-0.0322 26.676 
 
Os resultados apresentados pelo modelo de numérico não coincidem com a solução apresentada por 
Oñate, E. (1995), razão pela qual esta modelação foi rigorosamente revista e não foi encontrado nenhum 
erro de modelação por parte do autor desta dissertação. Esta discrepância de resultados e aparente 
ausência de erros de modelação levou a que fosse feita uma verificação complementar do valor 
expectável da reação vertical no topo da viga. A forma helicoidal da viga obrigou ao recurso a integrais 
para que pudesse ser determinado o desenvolvimento total da viga para assim ser possível determinar o 
carregamento correspondente ao peso próprio. Sabendo que o raio é de 1.5 m e que o desenvolvimento 
circular em planta varia entre 0º e 240º (entre 0 e 4𝜋/3) é possível estabelecer as coordenadas de cada 
ponto tendo como variável o valor do ângulo nesse ponto, apresentando nas Equações (5.5), (5.6) e (5.7) 
as respetivas expressões. 
 
x(θ)=1.5sinθ   (5.5) 
 
y(θ)=1.5cos(θ)  (5.6) 
 
z(θ)=
 2πθ
4π/3
  (5.7) 
 
l= ∫ √x(θ)2+y(θ)2+z(θ)2
4π
3
0
 dθ (5.8) 
 
Após a resolução integral apresentado na Equação (5.8) obteve-se o valor de 8.8858 m como o 
correspondente comprimento total da viga. É possível agora determinar qual a reação vertical expectável 
no encastramento, que corresponde à absorção de metade da carga calculada através da multiplicação 
da área da secção transversal pelo comprimento e pelo peso próprio. O resultado obtido foi de 26.66 kN, 
Modelação Numérica de Benchmarks para Validação de um Modelo de Análise Estrutural  
 
51 
que é praticamente coincidente com o valor apresentado pelo modelo numérico. Relativamente ao 
deslocamento vertical recorreu-se ao programa de cálculo automático de estruturas Robot Structural 
Analysis, como mostra a Figura 5.8. 
 
Figura 5.8 – Modelação Viga Helicoidal no Robot Structural Analysis 
 
O Robot Structural Analysis apresentou o valor de -0.03644 mm como o resultado do deslocamento 
vertical a meio vão. Na Tabela 5.14 apresenta-se a comparação dos resultados obtidos no modelo e 
através das comparações complementares. Apesar de os resultados obtidos não serem coincidentes com 
a solução apresentada por Oñate, E. (1995) tudo indica que o modelo está a funcionar corretamente, já 
que relativamente ao valor da reação vertical pode-se afirmar que são coincidentes e no que diz respeito 
ao deslocamento vertical apesar de apresentar uma diferença de quase 12% a diferença em termos 
absolutos é quase insignificante. A razão da divergência entre os resultados obtidos e a solução 
apresentada por Oñate, E. (1995) pode dever-se à interpretação dos resultados uma vez que as 
verificações complementares conduziram a resultados bastante próximos. 
Tabela 5.14 – Comparação de resultados 
  Deslocamento Vertical (mm) Reação Vertical (kN) 
Evolution -0.0322 26.676 
Verificação -0.0364 26.66 
Desvio % 11.68% 0.06% 
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6 
CONCLUSÕES E PERSPETIVAS FUTURAS 
6.1. CONCLUSÕES 
Após a realização deste trabalho é possível retirar algumas ilações no que diz respeito aos objetivos 
propostos, mas também sobre o funcionamento geral do programa estudado. 
A plataforma Evolution é uma ferramenta bastante útil, poderosa e flexível. A linguagem utilizada na 
introdução de dados é muito intuitiva e rapidamente se absorve os conhecimentos necessários para a sua 
utilização. Permite a discretização e modelação de um grande número de estruturas, tendo em conta a 
especificidade de cada uma delas, admitindo ajustar o modelo a cada uma delas. É de salientar a 
possibilidade da partição dos dados, possibilitando a discretização da secção, elementos ou apoios em 
ficheiros de texto separados, tornando mais fácil a filtragem e correção de eventuais erros na modelação. 
A realização desta dissertação levou à constituição de vários benchmarks que validam a plataforma 
como robusta e confiável, uma vez que num próximo desenvolvimento da plataforma, usando qualquer 
uma das funcionalidades validadas, o programa efetuará em segundo plano a comparação automática 
dos resultados obtidos à data com os que previamente constituíram os respetivos benchmarks. 
Garantindo assim que mesmo após alterações ao código o programa está a funcionar corretamente, ou 
pelo contrário afetado de alguma forma. No terceiro capítulo foram constituídos benchmarks sobre as 
deformações impostas e sobre o betão pré-esforçado. No quarto capítulo, referente às leis de 
comportamento material, foram estabelecidos benchmarks relativamente ao comportamento diferido do 
betão, nomeadamente da fluência e da retração, e do aço de pré-esforço, concretamente sobre a relaxação 
desse material. No quinto e último capítulo de testes foram instituídos testes-padrão relativamente às 
funcionalidades On/Off, que obrigou a várias revisões do código, e do estudo de secções variáveis, das 
quais a plataforma estudada tem uma excelente capacidade de estudo. 
 
6.2. DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
Neste subcapítulo são deixadas algumas recomendações para eventuais trabalhos futuros com a intenção 
de melhorar o programa em estudo. Estas observações podem ser claramente diferenciadas em dois 
tipos: a verificação de funcionalidades já comportadas pela plataforma Evolution que não o foram no 
decorrer desta dissertação e a implementação de benchmarks para novas funcionalidades. Assim, no que 
diz respeito às funcionalidades já incorporadas no programa recomenda-se que seja feita a verificação 
do comportamento de elementos do tipo STAYCABLE, que servem para a modelação de tirantes, o que 
obrigatoriamente implica o estudo da lei de comportamento não-linear geométrico, e ainda a verificação 
da lei de comportamento não-linear material do betão, nomeadamente no estudo da fissuração. 
Relativamente à introdução de novas capacidades a implementação de elementos finitos de casca, de 
estado plano de tensão e de volume tornaria o programa mais robusto e melhor preparado para o estudo 
de um leque mais abrangente de estruturas. Dotar o programa da capacidade de realizar análises 
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dinâmicas e a utilização de leis de comportamento de novos materiais, nomeadamente fibras de carbono, 
seriam uma grande mais-valia. 
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